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1. Ursprung

Der V. in seiner cinfachsten Form bezweckte ur-
spriinglich, eine Funktion zu finden, die den Wert eines
gegebenen bestimmten Integrals zu einern Minimum
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oder Maximum macht. Der Name V. wurde im 18. Jh.
von Leonhard Euler im Anschiuss an Joseph Louis de
Lagrange vorgeschlagen und verweist auf das Verfahren,
die gesuchte Funktier: durch die Extremalbedingungen
so zu identifizieren, dass sich bei geringfiigiger Variation
der Funktion der Wert des Integrals nur minimal dndert.
Als ein fiir sich bestehendes Teilgebiet der *Mathematik
geht der V. auf eine von Johann Bernoulli 1696 formu-
lierte Aufgabenstellung zu risck, die Kurve der kiirzesten
Fallzeit zwischen zwel gegebenen Punkten, die sog. Bra-
chystochrone, zu finden [5. Kap. 1]. Eine verwandte Fra-
gestellung war das sog. isoperimetrische Problem, also
die Bestimmung derjenigen Kurve von gegebener Linge,
die die grofite Fliche umschlieRt,

Diese und andere Probleme, bei denen eine Kurve
mit Minimal- oder Maximaleigenschaft gesucht wurde,
konaten mit der Methode der neu entwickelten Diffe-
rentialrechnung geldst werden (7Differentialkalkiil). So
zeigten mehrere Forscher des 17. JTh.s, dass die Losung
des Brachystochronenproblems ein Bogen einer Zyklo-
ide, die Lésung des isoperimetrischen Problems ein
Kreis ist. Daraus entwickelte sich der V. zu einem wich-
tigen Gebiet der 7Analysis mit eigenen Begriffen, Lo-
sungsverfahren und charakteristischen Problemstellun-
gen; insbes. in der theoretischen 7Mechanik und 7Optik
zeigten sich seine Stirken.

2. Entwicklung

Den von Johann und Jakob Bernoulli entwickelten
Losungsansatz griff Leonhard Euler 1744 auf und formte
daraus eine kohirente und umfassende math. Theorie.
Dutch die innovative Verwendung des Funktionenkon-
zepts gelangte er zu einem abstrakteren und allgemeine-
ren Verstindnis des V. Mit der Einfiihrung des 8-algo-
rithmus formulierte Joseph Louis de Lagrange 1762 den
V. radikal new, betonte den Begriff der Variation und
steckte damit den allgemeinen math. Rahmen fiir die
weitere Entwicklung ab. Fast ein halbes Jahrhundert
spiter (1806) reformulierte Lagrange den V. in einer
umfassenden Abhandiung zur Analysis und Differential-
rechnung.

Obwohl sich der V. in erster Linie als ein Teil der
Analysis entwickelte, war doch auch seine Anwendung
in der Mechanik von Bedeutung. Unter Zuhilfenahme
von Variationsmethoden zeigte Lagrange, dass ein me-
chanisches System durch eine skalare (die sog. Lagran-
ge’sche) Funktion vollstindig beschrieben werden kann,
In der Vorstellung mancher aufgeldirter Denker, wie
etwa Pierre Moreau de Maupertuis, legte die Existenz
einer solchen Methode nahe, dass die #Natur zielgerich-
tet handle, indem sie das Prinzip der kleinsten Wirkung
befolge, & h. unter vielen maglichen Umsetzungen eines
physikalischen Prozesses diejenige wihle, bei der eine
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bestimmte physikalische Gréfie den minimalen Wert
annimmt [7]. Diesen teleologischen Gesichtspunkt ver-
stirkte Lagranges erfolgreiche Ansarbeitung der Theorie.
Trotz des darin liegenden philosophischen Problems
prigt sein Formalismus bis heute die Struktur der theo-
retischen 7Physik,

Fuler und TLagrange zeigten durch ihre Unter-
suchung der sog. Ersten Variation, dass die Losung
eines Variationsproblems eine bestimmte Differential-
7Gleichung erfiillen mmuss, die heute als Euler-Lagran-
gesche Gleichung bekannt ist. In einer 1788 verdffent-
lichten Untersuchung der Zweiten Variation leitete
Adrien-Marie Legendre ein zusiteliches Kriterium ab,
das ven dieser Losung erfiillt werden muss; er stitzte
sich dabei anf eine bestimmte Umformung des Varia-
tionsintegranden, die die Integration einer weiteren
Differentialgieichung erforderte. Er gab weder eine Me-
thode zur Integration dieser Gleichung an noch ana-
lysierte er die Bedingungen, unter denen die Umfor-
mung giiltig ist. ’

In einer 1837 erschienenen folgenreichen Arbeit um-
riss Carl Gustav Jacobl genau solch eine Theorie, die
eine systematische Methode zur Transformation der
Zweiten Variation enthielt und auBerdem Kriterien zur
Bestimmung der spiter sog. konjugierten Punkte lieferte
[2]. In den folgenden 30 Jahren beschiftigte sich eine
Reihe von Autoren mit der Ausarbeitung seiner Ergeb-
nisse, gipfelnd in einer brillanten Abhandlung Adolph
Mayers von 1868, welche das Transformationsproblem
mit der Theorie der konjugierten Punkte verband [5].

In den 1830er Jahren verkniipften der irische Mathe-
matiker Williarn Rowan Hamilton und Jacobi den V.
grundlegend mit der Theorie der analytischen #Mecha-
nik. Sie leiteten die dynamischen Gleichungen in kano-
nischer Form aus einem Variationsprinzip ab und zeig-
ten, dass deren Losung dquivalent zu der einer einzi-
gen partiellen Differentialgleichung ist, der spiter sog.
Hamilton-Jacobischen Gleichung [6]. Diese Theorie bil-
dete die Grundlage fur ein umfangreiches Forschungs-
programm in der 7Himmelsmechanik der folgenden
Jabrzehnte, das u.a. Charles Eugéne Delaunay, Prangois
Tisser und Henri Poincaré ausarbeiteten.

In der zweiten: Hilfte des 19. Th.s entwickeite sich der
V. in neue Richtungen 5. Kap. 5-7]. Die gesamte Theo-
rie wurde streng im Rahmen der Funktionen reeller
Variabeln formuliert. Karl Weierstraf fithrte eine neue
Methode ein, die hinreichende Bedingungen fiir die
Existenz eines Maximums oder Minimums bei Varia-
tionsproblemen mit einfachem Integral lieferte. Im
20.Th. sollte man den klassische V. in den gréfleren
Kontext der Optimierung einbezichen, wie bei der Un-
tersuchung minimaler Flichen, Variationsrechnung im
Groflen, linearem Programuieren, Optimierung unter
Nebenbedingungen und operations research.
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