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Losungsmethoden durch Reduktion der Ordnung einer Differentialgleichung
im Sinne von Abbildungen zwischen Sobolew- Riumen zu interpretieren.
Auferdem wird der Begriff einer Losung mit dem Aufkommen der Distribu-
tionentheorie auf eine Art und Weise verallgemeinert, die der Theorie neue
Einheitlichkeit verleiht.
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12 Die Genese
der Variationsrechnung
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12.1 Einleitung

Als eine fiir sich bestehende Teildisziplin der Mathematik geht die Variations-
rechnung auf eine 1696 publizierte ,,Einladung® Johann Bernoullis an die Ma-
thermatiker Europas zuriick, die Kurve der kiirzesten Fallzeit, die Brachy-
stochrone, zu finden. Dieses und andere Probleme, bei denen eine Kurve mit
einer Minimal- oder Maximaleigenschaft bestimmt werden sollte, konnte mit
den Techniken des neuen Kalkiils geldst werden, erforderte aber auch neue
Ideen, die letztlich zur Etablierung einer neven Disziplin fithrten. An der Ent-
wicklung dieses Gebietes waren fithrende Analytiker wie Jakob Bernoulli,
Leonhard Euler und Joseph Louis Lagrange beteiligt. Bernoulli fand eine all-
gemeine und erfolgreiche Lésungsmethode. Diese griff Euler auf und schuf
eine zusammenhingende mathematische Theorie, die sich auf gewisse Diffe-
rentialgleichungen stiitzte. 1762 wurde das Gebiet durch Lagranges Einfiih-
rung des S-Algorithmus radikal umgeformt. Diese Formulierung des Variati-
onsproblems steckte den allgemeinen mathematischen Rahmen fiir die weitere
Entwicklung ab.

Euler und Lagrange zeigten durch Untersuchung der sogenannten ersten Va-
riation, daf} die Losung eines Variationsproblems eine bestimmte Differential-
gleichung erfiillen muf, die heute als Eulersche oder Euler-Lagrangesche Dif-
ferentialgleichung bekannt ist. In einer 1788 verdffentlichten Untersuchung der
zweiten Variation leitete Legendre ein zusitzliches Kriterium ab, das von
dieser Losung erfiillt werden mufl. Seine Herleitung stiitzte sich auf eine be-
stimmte Umformung des Variationsintegranden, die die Integration einer wei-
teren Differentialgleichung implizierte. Er gab weder eine Methode zur Inte-
gration dieser Gleichung an, noch analysierte er die Bedingungen, unter denen
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die Umformung giiltig ist. In einer folgenreichen Arbeit, die 1837 erschien,
umril Carl Gustav Jacobi genau solch eine Theorie, die eine systematische
Methoede zur Umformung der zweiten Variation enthielt und auBerdem Krite-
rien zur Bestimmung der spiter so genannten konjugierten Punkte lieferte. Tn
den folgenden 30 Jahren beschiftigten sich eine Reihe von Autoren mit der
Ausarbeitung der in Jacobis Arbeit enthaltenen Ergebnisse. Diese Arbeiten gip-
felten 1868 in einer Abhandlung von Adolph Mayer, der eine brillante
Synthese der Theorie Jacobis gab.

In den 70er Jahren des 19. Jahrhunderts frat die Variationsrechnung in eine
neue Phase ein, als deutsche Forscher begannen, das Gebiet rigoros vom
Standpunkt der Theorie reeller Funktionen aus zu untersuchen. 1877 verdf-
fentlichte G. Erdmann Bedingungen, unter denen gebrochene Extremale, d. h.
Funktionen, deren Ableitungen in einer endlichen Anzahl von Punkten unstetig
sind, Lésungen eines Variationsproblems sind. Zwei Jahre spiter untersuchte
P. Du Bois-Reymond detailliert die grundiegenden Variationsmethoden vom
Standpunkt der reellen Analysis, und Mitte der 80er Jahre unterzog Ludwig
Scheeffer die traditionellen Bedingungen von Euler, Legendre und Jacobi einer
sehr genauen kritischen Priifung,

Die filhrende Persénlichkeit in der neuen Variationsrechnung war Karl Wei-
erstraB. In seinen Vorlesungen in den 70er und frithen 80er Jahren bahnte er
einer neuen Methode den Weg, die hinreichende Bedingungen fiir die Existenz
eines Maximums oder Minimums bei Variationsproblemen mit einfachem
Integral lieferte. Weierstral® Begriff eines Feldes von Extremalen erlaubte es,
eine viel gréfere Klasse von Vergleichsvariationen in die Theorie einzubezie-
hen. Eine bedeutende Vereinfachung der WeierstraBschen Methode wurde von
Hilbert in seinem beriihmten Pariser Vortrag von 1900 vorgestellt. Zwischen
1895 und 1905 erschienen Arbeiten von Ernst Zermelo, Adolph Kneser, E. R.
Hedrick, Oskar Bolza und E. J. B. Goursat, die auf der Weierstralischen
Feldmethode beruhten. Die bedeutenden Lehrbiicher von Bolza (1909) und
Jacques Hadamard (1910) lieferten eine meisterhafte Synthese der damals auf
diesem Gebiet erzielten Leistungen.

Der vorliegende Uberblick folgt diesen Hauptlinien. Wichtige Themen, die
iibergangen oder unvollstindig diskutiert werden, betreffen die Theorie der
mehrfachen Integrale, die Optimierung unter Nebenbedingungen, direkte Me-
thoden, die Zusammenhinge zwischen Differentialgeometrie und Variations-
rechnung und weitere Entwicklungen wie die Existenztheorie, die Variations-
rechnung im Grollen und die Kontrolltheorie, die fiir unser Jahrhundert kenn-
zeichnend sind. In den beiden letzten Abschnitten diskutieren wir Variati-
onsprinzipien in der Mechanik und Existenzprobleme, deren Geschichte wir
allerdings nur kurz streifen kinnen.
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12.2 Die Vorgeschichte

Irgendwann um 150 v. Chr. schrieb der griechische Mathematiker Zenodoros
eine Abhandlung tiber isoperimetrische Figuren. Seine Ergebnisse wurden ein
halbes Jahrtausend spéter von Pappos im fiinften Buch seiner Collectio, eines
um 350 n. Chr. verfaliten Werkes, dargestellt. Pappos’ Abhandlung wurde von
Commandino ins Lateinische iibersetzt (publiziert 1588) und war im 17. Jahr-
hundert ein viel gelesenes und studiertes Werk,

Pappos leitete verschiedene Ergebnisse iiber die Flicheninhalte von Kreisen
und Polygonen gleichen Umfangs ab. Er zeigte, daB der Kreis einen grofieren
Flacheninhalt hat als jedes regulire Polygon von gleichem Umfang. Von zwei
gegebenen reguldren Polygonen gleichen Umfangs besitzt dasjenige mit der
grofleren Seitenzahl die gréfere Fldche. Und schlieBlich zeigte er, dall von
zwei Polygonen gleicher Seitenzahl und gleichen Umfangs - eines reguliir und
das andere nicht reguliir - das regulire Polygon den gréfBeren Flicheninhalt hat.
Pappos bewies ferner einige Resultate im Hinblick auf das Volumen einer
Kugel und die Volumina von Kérpern mit gleichem Oberflicheninhalt wie die
Kugel.

In Galileis Discorsi von 1638 wurde die Untersuchung des Falls unter
Zwangsbedingungen auf eine neue und verbesserte physikalische und mathe-
matische Grundlage gestellt. Eines der ven ihm betrachteten Probleme bestand
darin, die Bewegung entlang dem Bogen eines Kreises mit der entsprechenden
Bewegung entlang einer Reihe von in den Kreis einbeschriebenen Sehnen zu
vergleichen. Galilei stellte fest, dafl die Fallzeit lings der aus mehreren Sehnen
bestehenden Bahn abnimmt, wenn die Anzahl der Sehnen zunimmt. Indem er
den Kreis als Grenzwert polygonaler Sehnenbahnen betrachtete, folgerte er,
daB die Fallzeit entlang der Kreislinie kiirzer ist als die entsprechende Fallzeit
entlang der Sehne, die den Anfangs- und Endpunkt verbindet (Galilei
1638/1973, 199-214, Wisan 1974).

Die Ergebnisse von Pappos und Galilet betrafen Vergleiche zwischen Kreis
und Polygon. Keiner der beiden betrachtete sein jeweiliges Problem im Hin-
blick auf eine allgemeinere Klasse von Vergleichskurven. Diese Einschriin-
kung kann dem Fehlen geeigneter mathematischer Methoden zur Darstellung
einer beliebigen ebenen Kurve und zur Analyse ihres Verhaltens zugeschrieben
werden. Mit der Erfindung der analytischen Geometrie und der Infini-
tesimalrechnung wurde es méglich, weitergehende Untersuchungen durch-
zufiihren. Das erste genuine Problem der Variationsrechnmumg scheint von Isaac
Newton in seinen Principia Mathematica von 1687 formuliert worden zu sein.
In einem Scholium zur Proposition 34 des II. Buches betrachtete. Newton das
Problem, den Umdrehungskdrper zu bestimmen, der den geringsten Wider-
stand erfihrt, wenn er sich in der Richtung seiner Achse in einem widerste-
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henden.Medium bewegt. Er konnte eine Bedingung fiir die minimierende
Kurve in Abhingigkeit von ihrer Kurventangente in jedem Punkt ableiten
Dazu schr‘eibt Whiteside: ,,Die unmittelbare Reaktion von Newtons Zeitgenos;
sen auf dieses Scholium in den Principia von 1687 war fast volliges Unver-
sta.ndms“ (Newton 1974, 466). Eine Durchsicht von Newtons privaten Auf-
z:elchnungen, die erstmals in unserem Jahrhundert versffentlicht worden sind
Ia.Bt erkennen, daB er zur L3sung dieses Problems Techniken angewandt hatte’
d1.e den von Jakob Bernoulli spéter entwickelten Techniken #hneln (vgl. Goid:
stine .1.980, 7-29). Leider enthalten die publizierten Principia nur eine Angabe
der Lasung. Newtons Methoden scheinen seinen Zeitgenossen unbekannt ge-

blieben zu sein, und sein Werk hat die Entwicklung der Variationsrechnung
kaum beeinflufit.

12.3  Die Bernoullis, Taylor und Euler

Die fn’_ihe Leibnizsche Infinitesimalrechnung war eine Art geometrischer
Anaiyms,_ in der die Algebra der Differentiale auf das Studium der ,,héheren®
Geometrie angewandt wurde. Man untersuchte eine Kurve in der infinitesima-
len Nachbarschaft eines Punktes und charakterisicrte thren Gesamtverlauf mit
Hilfe einer Differentialgleichung.

A
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C
B
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Abbildung 2. |

Eine wichtige Kurve der frijhen Variationsrechnung war die Zykloide. Diese
beschreibt die Bahn eines Punktes, der sich auf dem Umfang eines Kreises
bevffegt, wahrend dieser auf einer Geraden abrollt, ohne zu gleiten. Die Zy-
kloide be_sitzt eine einfache Differentialgleichung. Der erzeugende Kreis mit
dg{n Radius r mége entlang der x-Achse abrollen, und der vertikale Abstand
moge auf der y-Achse vom Nullpunkt nach unten gemessen werden (Abb.

12.1).-Ein elementares geometrisches Argument zeigt, daB} die Gleichung der
Zykloide
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(,..E,J _z (12.1)
dyj

lautet, wobei ds = yJdx* +dy® das Differential der Bogenlinge ist.

Bemerkenswerterweise war die Zykloide die Lésung des Brachystochronen-
problems. Man betrachtet eine Kurve, die zwei Punkte in einer vertikalen
Ebene verbindet, sowie ein Teilchen, das sich entlang dieser Kurve unter dem
Einfluf} der Schwerkraft bewegt. Gesucht ist die Kurve, fiir die die Fallzeit ein
Minimum ist, Nehmen wir den Koordinatenursprung als den ersten Punkt und

(a,b) als den zweiten. Wir setzen voraus, daf das Teilchen aus der Ruhelage
startet. Laut Galileis Gesetz betriigt die Geschwindigkeit eines Teilchens beim
Fall unter Zwangsbedingungen @— , wobei g eine Beschleunigungskonstante
und y die Fallhthe ist. Wir erhalten die Beziehungen

ds 1 3 1/1+y'2dx
-(}-;—1}233) oder a’t—@ds— @ . (12.2)

Die Gesamtzeit des Falls wird daher durch das Integral

| oy
re_L_ ) 123
VTR (123)

gegeben. Das Brachystochronenproblem besteht darin, die spezielle Kurve
y = y(x) zu finden, die dieses Integral minimiert,

Auf Johann Bernoullis éffentliche Aufforderung im Jahre 1696 hin wurden
Losungen dieses Problems von seinem dlteren Bruder Jakob, von Johann selbst
und von Newton und Leibniz vorgelegt. Jeder von ihnen zeigte, dafi die Bedin-
gung ciner minimalen Fallzeit zu Gleichung (12.1) fithrt, und alle aufer Leib-
niz schlossen daraus, daB die gesuchte Kurve eine Zykloide ist. Goldstine
(1980, 36) vermutet aber, daf Leibniz bereits 1686 wulite, daf§ diese Differen-
tialgleichung auf die Zykloide fithrt. Johanns Lésung stiitzte sich auf eine op-
tisch-mechanische Analogie, die heute aus ihrer Beschreibung in Ernst Machs
Die Mechanik in ihrer Entwicklung historisch-kritisch dargestellt wohlbekannt
ist (Mach 1883/1973, 412-414). Obwoh! von betrichtlichem Interesse, gab
Johann Bernoullis Losung keine geeignete Basis fiir die Weiterentwicklung der
Variationsrechnung ab. “

Jakob Bernoullis Losung dagegen war beispielhaft fiir die Ideen, die sich zur
Variationsrechnung weiterentwickeln sollten. Er betrachtete drei beliebige
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Abbildung 12. 2
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Ton Hsu 0b und Johann Bernoullis sowie aus den Untersuchunge
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ung als einen eigenstindigen Zwei i U
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Euler erkannte, dafi die verschiedenen Integrale in den friiheren Problemen

alle von der Form

b

jZ(x,y,y',...,yr”))dx

i

(12.4)

sind, wobei Z eine Funktion von x, y und den ersten n Ableitungen von y in
bezug auf x ist. Als eine fundamentale Bedingung, die eine Lésung des Varia-
tionsproblems befriedigen muB, leitete er eine Differentialgleichung ab, die

heute als Eulersche oder Euler-Lagrangesche Differentialgleichung bekannt ist.

vopdqgrs z
. "

h‘:/”.c--{""‘n

a

A HIKLMNOP QRS Z
Abbildung 12. 3

Die Herleitung dieser Gleichung stellte Euler im zweiten Kapitel fiir den Fall
n=1 dar, in der die Linie mno die hypothetische extremale Kurve ist
{Abbildung 12.3). Die Buchstaben M, N, O bezeichnen drei unendlich nahe
Punkte auf der x-Achse AZ. Die Buchstaben m, n, o bedeuten entsprechende
Punkte auf der durch die Ordinaten Mm, Nn, Oo gegebenen Kurve. Es sei
AM=x, AN=%', AO=x" und Mm=y, Nn=3, Oo=3". Der Differential-
koeffizient p ist definiert durch die Relation dy = pdx, also p = dy/dx. Dann
gelten die folgenden Beziehungen:

y'-y Yy (12.5)

Das Integral dex wurde von Euler als eine unendliche Summe der Form

.. +Z,dx + Zdx + Z'dx+-- betrachtet, wobei Z, der Wert von Z in x—dx, Z
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Ordinate y’ das unendlich kleine |, Stiickchen®

. . : nv hinzugefii i
Weise eine Vergleichskurve amvoz ethalten. Na Sipaonstill e diese

ch der Aufgabenstellung wird

die Differenz zwischen dem Wert von erx entlang dieser Kurve und dem

von dex lings der tatséchlichen Kurve Null sein. Der einzige Anteil des

Integrals, der durch die Variation von

] ¥’ beeinfluBlt i i
Zdx + Z'dx = (Z -+ Z')dx . Euler schrieb: wird, st

dZ = Mdx + Ndy + Pdp, dZ'= M'dx + N'dy'+P dpy (12.6)

g; mterprf‘:tierte c{ann die Differentiale in (12.6) als die infinitesimalen Verin-
Wi;;ng:n mZzZ 2z, xyy 2p , die sich ergeben, wenn Yy’ um nv vergrofert
g . "us (12.5) ersehen wir, daB dp und dp’ gleich nv/dx und —nv/dx sind.

lese Anderungen werden von Euler in einer Tabelle dargestellt, bei der die

Variablen in der linken und ihre korre i
spondierend i
Spalte stehen. Danach folgt aus (12.6) F néen Inkremente n der rechten

A
dZ = pP.— '= N i
L dZ'= N'nv - P’ (12,7

Daher ist die Gesamtinderung von dex gleich

(dZ +dZ)dx = nv (P + N'dx - P)

Dieser Ausdruck muf3 gleich Null sein. E
: . Euler setzte p'—p = ’
durch V. Folglich erhielt er 0 = Ngx — dP oder ’ PP und ersetzte N

v-E o
= (12.8)

aisG cliie abschliefiende Gleichung des Problems
eichung (12.8) ist der einfachste Fall ;ier E i

ung ' : ulerschen Differentialgiei-
chung, die eine Bedingung angibt, welche durch den minimierenden :)]d:rg;nt:-

ximierenden Bogen befriedi ; :
weiss g gt werden muB. Sie lautet in modemer Schreib-
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Euler leitete auch die entsprechende Gleichung her, wenn hhere Ableitungen
von y in bezug auf x im Variationsintegral erscheinen. Dies war eine grofie
theoretische Leistung. Sie faBte die vielen Spezialfiille und Beispiele, die in
den Arbeiten fritherer Forscher aufpetreten waren, in einer Gleichungsform
Zusammen.

Vom Standpunkt der begrifflichen Grundlagen der Analysis ist Kapitel 4 der
Eulerschen Abhandlung besonders interessant. In Gleichung (12.8) sind die
Variablen x und y die orthogonalen Koordinaten eines Punktes auf der mini-
mierenden Kurve (vgl. Abbildung 12.3). In Kapitel 4 jedoch berechnete Euler
Gleichung (12.8) bei mehreren Problemen, in denen die Variablen eine ganz
verschiedene geometrische Interpretation haben. Beispielsweise formulierte er
das Problem des kiirzesten Abstands zwischen zwei Punkten mit Hilfe von
Polarkoordinaten, leitete (12.8) in Abh#ngigkeit von diesen Variablen her und
bewies, daff die sich ergebende Kurve eine Gerade ist. Sein Vorgehen zeigte,
daf} die bei der Herleitung von (12.8) benutzte Argumentation sehr allgemein
ist und nicht von der in Abbildung (12.3) unterstellten Interpretation von x und
y abhingt. Wie Euler selbst bemerkte, sind die Variablen des Problems ab-
strakte Groflen, und die Figur ist nur eine bequeme geometrische Veranschau-
lichung eines zugrunde liegenden analytischen Prozesses (vgl. Fraser 1996).

12.4 Lagrange

Lagranpe leistete seinen ersten bedeutenden Beitrag zur Mathematik als
19j3hriger. Dieser bestand in der Erfindung des 5—Algorithmus zur Lésung
der Probleme von Eulers Methodus inveniendi. Im Jahre 1755 teilte er Euler
seine neue Methode brieflich mit, und 1762 veréffentlichte er sie in den Be-
richten der Turiner Akademie der Wissenschafien. Sein §-Algorithmus er-
laubte die systematische Ableitung der Variationsgleichungen und erleichterte
die Behandlung der Randbedingungen. Seine Neuerung wurde von Euler sofort
aufgegriffen, der den Namen ,,Variationsrechnung® einfithrte, um das auf der
neuen Methode beruhende Gebiet zu bezeichnen.

In seinem Buch von 1744 hatte Euler den etwas komplizierten Charakier sei-
nes Variationsprozesses bemerkt und die Entwicklung einer einfacheren Me-
thode verlangt, um die Variationsgleichungen abzuleiten. Lagranges neuer
Ansatz erwuchs aus seiner stillschweigenden Erkenntnis, dafl das Symbol d in
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Eulers Herleitung von (12.8) auf zwel verschiedene Weisen gebraucht wurde,
In (12.8) und dem letzten Schritt, mit dem man (12.8) gewinnt, bezeichnete 4
ein Differential, wie €s in der kontinentaleuropﬁischen Analysis jener Zeit
gewdhnlich gebraucht und verstanden wurde {vel. Kap. 3 und 4). Das Diffe-
rential dx wurde konstant gehalten und das jeder anderen Variablen war danp
gleich der Differeny threr Werte an dey Stelle x und an ejner um dx von x eng-
fernten Stelle. 1m Gegensatz dazy wurden die Differentiale dy, dy usw., die in
(12.6) erscheinen, von Eyler als die Anderungen In x, y usw. interpretiert, die
sich ergeben, wenn dje einzelne Ordinate Y um das , Stiickchen nv vermehrt
wird. So sind die »Differentiale® dy’, dp, dp’ gleich ny, v/, -m/dx; und die
»Differentiales dx, dy, dp '’ usw, sind gleich Null

Der junge Lagrange besaf den Scharfblick, diesen zweifachen Gebrauch zy
erkennen und erfand das Symbol §, um den zweiten Typ einer differentiellen
Andemng ZU bezeichnen. Unter Benutzung dieses Symbols entwickelte er ein
ficues analytisches Verfahren, um Extremalprobleme 2 untersuchen. Obwoh]

graloperator [ der Faj] ist,

Der &-Algorithmus fiihrte zu einer teuen und sehr einfachen Ableitung von
Eulers Gleichung ( 128):y= Yx}ist so zu bestimmen, dag

b
S [Zdv =0, 029,

mit 7 =Z(x, ¥, p) und p = dy/dy . Wenn wir den d~Operator auf den Aus-
druck 7 anwenden, erhalten wir

. (12.10)

nur eine, wie das in Eulers Analysis der Fall war. Da Sund [ vertauschbar sind,
haben wir

a‘j'zfzxz j.é'dez ]‘(Naw PSp)dx . (12.11)
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i = = d{Fy)dx.
Weil d und & vertauschbar sind, hab'en wir auch & = Fdy/ldx) (&)
Partielle Integration fiihrt zu der Identitiit

b
b [pdoy) o [ sy, (12.12)
[Popax= _fP—;i—xmdx= P& jdx Y
a a
b
Folglich wird die Bedingung & {Zdx =0 zu
(12.13)

Pdy

b
dP)
b_ —Z |Sydx =0,
a J[N dx Y

\"\‘ T Ilehlllell an daB n den RalldWEIten X a Em.d X b gI ICh u
2
(12‘13) IEdElZlEIE Sl:h dan‘n an

b (12.14)
dP]
——|[dydx =0,
-{' (N dx Y
a
und daraus kénnen wir die Eulersche Gleichung
12.15
N P 0 ( )
dx

i litzte sich Lagrange stark auf die algorlthrr‘u—
o S?me; S;‘lg—;l:;l Cl;l?gr;i:gzzfttzn seinesg neuen Verfah'rens, Kunr‘\i;efv ;ff
S(':hen e o r't er sie als ein Mittel zur Durchfiihrung eines 19u80 oy
mcht o Wlmc‘lﬂ31 als ein rein formales Konstrukt (vgl. Goldstine . a,n 112
S anS_ah Jose frithen Arbeit von Lagrange eine bemerkensw;mel Seiier
e ka'nn 11;-1 dlfesirrkfmnen die spiiter ein hcrvors-techendejs Mer eaund iner
Sc?le it ungt'k wurde: ’die Ablehnung geometrzscher D'lagrammh md Be-
eafemethodon p fortschreitender Karriere sollten sich seine Forsc ht; g -
Weismef_ho_den- Mii;u?lg eng mit der Konzeption der Igﬁr}ltcsnpaire% " r:;i as
o Var}amnsjical sis verkniipfen (vgl. Kap. 4), die in sem(ein bertihmten
3Ig;;3;f18£10:;fm: 1¥97 und 1801 am systematischsten zum Ausdruck g
Lehrbiic ‘
T Pl griff i inen Schriften der 1760er und 1770er Jahre Lagr:niezshgzr
do wt I e Szr 1772 veriffentlichten Abhandlung stellte er da 1 vas ur
tShEOdZa?c;fﬁtgpileItlation des J-Prozesses als eines Mittels zum Verglei
an
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Kurven- ung i

Funktion v FunktmrfskIassen werden wiirde, Wiy nehmen :
I x und einem Parameter ¢ ist, y= y(x t) wobe?nc,i'daﬂ e
s 1 die gegebene

Kut’ve y=
dofinien g y (x) durch den Wert von }’(x,t) bei r=9¢ gegeben wird. Eyje
nn . T
& als (é’y/ )Lzodf - Wenn wir y(x’t)'—‘X(x)'f-f-V(x) set.

&
1= [fx,,y )iy,
‘ (12.16)

Lllld cihe ge ebEIle -
g fUIlkflOIl y y(x) II]aChB daS Illteg['al ] Zu elnem M&-—
XHilllllt Oder I\Jmlmun:l. I\Jall Setze é =mMx mit Wia) = W b = {). €e te

8
& 5
L= g 2. . &F (12.17)
2 wh42. -4
é’yz EYS Hny +-07_.r_w,2) e

Spiter werden wir die Standard~Abkﬁrzungen
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Zf S (12.18)

fitr die zweiten partiellen Ableitungen benutzen. Die Differenz des Wertes von
I zwischen dem aktuellen und dem Vergleichsbogen betrigt

Al=1+ %Iz + Terme héherer Ordnung . (12.19)

Es ist klar, dal /, in dieser Entwicklung #iberwiegen wird. Wenn ein Minimum

eintreten soll, dann mufi folglich [, fiir alle zuldssigen w(x) Null sein. Aus
diesem Sachverhalt kénnen wir mit Hilfe des Lagrangeschen Verfahrens die
Giiltigkeit der Eulerschen Gleichung flir diesen Problemtyp schlieflen. Le-
gendre erkannte, daB es auch erforderlich ist, J, zu untersuchen und nachzu-

weisen, dafl es fiir alle zuliissigen wix) positiv ist. Sei v = v(x) eine Funktion
von x;, wir betrachten den Ausdruck
d ., o
e (WY ) 12.20
dx( ) (12.20)

Wegen w(a) = w(b) =0 ist das Integral von (12.20) gleich Null:

&
Ii(wzv)dx =0. (12.21)
Jdx

Deshalb ergibt sich, wenn wir (12.21) zu (12.17b) addieren, keine Anderung
im Wert der zweiten Variation:

b
I, = J((P +vw + 20+ v)ww%Rw'z)(b: : (12.22)

Der Integrand ist ein quadratischer Ausdruck in w und w’. Legendre bemerkte,

daB er ein vollstindiges Quadrat wird, wenn
{12.23)

R(P+v)=(0+v).

Fiir ein wXxJ, das diese Differentialgleichung erfiillt, ist die zweite Variation
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I =?R(W’+Q+v )20{
f J 7 wl dy. (12.24)

Es ist klar, daB diese Umformung nur moglich ist, we

R =5 f/op? i
dem Intervall [a,b] b

i L nicht Null ist. Legendre schloB, daf die vorgeschlagene
Losung tatsichlich ein Minimum sein wird, wenn wir itber dem Intervall

&

_.i >0

p¥e (12.25)

haIEjen. (12.25) wurde Spater Legendresche Bedingung genannt.
. egendre_ dehnte seine Analyse. auf den Fall aus, bei dem die zweite Ablej-
g von y in bezug auf x im Variationsintegranden erscheint. Hier schliefit die

g dreier Hilfsfunktionen Y, Vi, v,
ungen, analog zu (12.23), verkniipft sind,

zugehdrige Transformation die Einfithrun

ein, die durch drej Differentialgleich
Legendres Resultate warfen

12.6 Jacobi

12.6.1 Jacobi und seine »ochule®

Die nichste Figur in unserer Geschic
ustav Jacob Jacobi, der 1837 in Crel

12 Die Genese der Variationsrechnung 463

analytischen Mechanik lieen ihn zu einem der fithrenden Mathematiker Euro-
pas werden. Jacobi entstammte einer jiidischen Familie, konvertierte aber zum
Christentum, um eine mathematische Laufbahn einschlagen zu kénnen. Seine
mathematisch produktivste Zeit waren die Jahre von 1826 bis 1843, die er an
der Kénigsberger Universitit verbrachte. 1843 erhielt Jacobi eine Position in
Berlin, wo er bis zu seinem Tod im Jahr 1851 lehrte und forschte,

Neben seinen vielfiltigen Arbeiten auf dem Gebiet der Analysis und der Me-
chanik war Jacobi ein aktiver Lehrer, der einen starken EinfluB} auf die jiinge-
ren Mathematiker seiner Zeit hatte, Scriba (1973, 51) schreibt: ,Jacobis ein-
drucksvolle Personlichkeit und sein mitreifender Enthusiasmus waren derart,
dal sich keiner seiner begabten Schiiler seiner Faszination entziehen konnte;
sie wurden in seine Gedankenwelt hineingezogen, wenn sie in ihrer Arbeit den
mannigfaltigen, von ithm vorgeschlagenen Wegen folgten, und reprisentierten
bald eine ‘Schule’. C. W. Borchardt, E. Heine, L. O. Hesse, F. I, Richelot, J.
Rosenhain und P. L. von Seidel gehdrten zu diesem Kreis; sie trugen nicht nur
viel zur Verbreitung von Jacobis mathematischen Schépfungen bei, sondemn
auch zur Verbreitung der neuen forschungsorientierten Einstellung zum Uni-
versititsunterricht.”' Jacobi und der Physiker Franz Neumann orientierten sich
am Modell der damaligen philologischen Seminare, und machten in Kénigs-
berg ihre Forschungen direkt zum Thema ihrer Lehrveranstaltungen, - eine
neue Praxis, die spater im ganzen deutschen Universititssystem {ibernommen
wurde.?

12.6.2 Jacobis Abhandlung von 1837

In seiner Abhandiung von 1837 gelang es Jacobi, eine systematische Theorie
fiir Bedingungen zu schaffen, unter denen man ein Maximum oder Minimum
fiir ein Variationsproblem erhdlt. Seine Abhandlung, in der Beweise und Be-
griindungen fehlten, sollte die Grundlage eines nachhaltigen mathematischen
Forschungsprogramms bilden. Wir beginnen unsere Diskussion mit einer
Untersuchung seiner grundlegenden anfinglichen Einsicht. Lagranges Me-
thode folgend, integrieren wir die Gleichung [, = 0 partiell und erhalten

I = Jdex =0, (1226

Xp

wobel

' Niheres ither die , Jacobische Schule* siehe in Klein (1926, 112 - 113).
?  Siehe Turner (£971).
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Weil w(x) beliebig ist, ist eg klar, d
blems der Eulerschen Differentialg

V:fj—rqi(af]__

afBl die Lésung y = o
. Y(x) des Varjat "
leichung geniigen muf: 1ospro

0.

oy dx\gy) (12.28)

f]"_—tff, Izzdjl'

(12.29)
Wenn wir 7, ausdriicken als
X
I = jmm, (12.30)
nimmt die zweite Varjation I, die Form
X X
1, =61 = wadx = jé‘Vudx
J J (1231
an, oder einfach
*
;= I§V1vdx.
J (12.32)
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der /, enthilt, in dieser Entwicklung iiberwiegen wird. Es LBt sich leicht er-

kennen, daf der Term dritter Ordnung im allgemeinen entweder positiv oder
negativ gemacht werden kann. Um ein echtes Extremum zu erhalten, muf
deshalb der Fall eintreten, daB es kein w(x) gibt, fiir das 7, gleich Null ist. Wir

werden also ganz natiirlich dazu gebracht, die Bedingungen zu betrachten,
unter denen [, =0 ist. Aus {12.32) ist offensichtlich, da /, =0, wenn '

V=0, (12.33)

Es sei y= y(x,a) eine Lisung der Eulerschen Gleichung (12.28), wobei die

Schreibweise die Abhingigkeit der Lésung von der willkiirlichen Konstanten ¢
andeutet. Wir haben ¥V (cz) =0. Wir betrachten « als einen Parameter und

vergroBern o um das Inkrement e Wir haben wieder V¥ (o:+é‘a:) =0. Nun
betrachten wir eine Variation, bei der dy = (o”y/ﬁa)é'a' ist. Subtrahieren wir
V(a) =0 von V(af+ 50:) ={}, dann sehen wir, dal (a"y/a”a)é‘a eine Losung
von oV =0 ist. Gleichermalen ergibt sich: wenn £ eine zweite willkiirliche
Konstante ist, die in y vorkommt, dann wird 5y = (a"y/é‘ﬁ)é‘ﬁ eine Losung
von oF =0 sein. Da 8F =0 eine lineare Differentialgleichung zweiter Ord-
nung in &y ist, wird die allgemeine Lésung die Form 5y = &- u(x) haben, wo-
bei ufx) durch
ay

u(x)=ci%+c2}-§ (12.34)

gegeben istund ¢,, ¢, Konstanten sind.

Jacobis Leistung bestand darin, eine Theorie gefunden zu haben, die die L&-
sungen der Eulerschen Gleichung mit der Anaiyse der zweiten Variation ver-
kniipfte. Daher war er in der Lage, die durch (12.34) gegebene Funktion u{x)
unmittelbar zur Losung der Legendreschen Differentialgleichung (12.23) zu
verwenden, Das war ein bemerkenswertes Resultat. Jacobi fand es durch eine
neue Transformation der zweiten Variation, in der (12.34) eine zentrale Rolle
spielte und die [, auf die Form (12.24) reduzierte. Ausfiihrliche Ableitungen

dieser Losung wurden von Delaunay (1841) und Spitzer {1854/55) gegeben,
Jacobi dehnte seine Theorie auch auf die Behandlung des allgemeineren Falles
aus, bei dem der Variationsintegrand héthere Ableitungen von y beziiglich x
enthilt,
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Die durch Jacobi angeregte umfangreiche Forschung galt hauptsichlich der
Untersuchung der Transformation der zweiten Variation. Die bemerkenswer-
testen Beitrdge leisteten hier Delaunay (1841), Spitzer (1854/55) und Hesse
(1857). In einem kurzen Passus seiner Schrift hatte Jacobi jedoch auch auf
einen anderen Aspekt des Problems aufmerksam gemacht, der in der spéteren
Variationsrechnung Theorie der konjugierten Punkte genannt werden wiirde.
Die wesentliche Frage ist folgende: mégliche minimale Bogen werden Lésun-
gen der Eulerschen Gleichung ¥ =0 sein. Ihre allgemeine Lésung y = y(x, Q)
enthalte die willkiirliche Konstante @ Wir fordern, daB y = y(x,@) durch die
Endpunkte gehe. Eine benachbarte Losung y=y(x,a+ ) mége ebenfalls
durch die Endpunkte gehen. Da sowohl ¥ =y(x,a) als auch y = y(x,a + da) die
Randbedingungen erfiillen, folgt, daff & Y= (ﬁy/o”a) da  eine zulissige

Variation ist, d. h. eine solche, fiir die & y(a) = Jy(b) =0 ist, Fiir diese Wahl
von & haben wir gemiB Jacobis anfinglicher Einsicht 5V = 0. Folglich ist die
entsprechende zweite Variation I, Null. In dieser Situation ist klar, daB es kein

Minimum geben kann, weil das Vorzeichen der dritten Variation (im
allgemeinen) entweder positiv oder negativ gemacht werden kann.

Wenn wir im Anfangspunkt beginnen, werden wir schlieBlich in einem zwej-
ten Punkt ankommen, wodurch es méglich ist, zwei Losungen der Eulerschen
Gleichung zu finden, die die zugehdrigen Randbedingungen erfiillen. Dieser
zweite Grenzpunkt, dessen Wert nicht erreicht oder iiberschritten werden kann,
wenn ein Minimum angestrebt wird, sollte spiiter als konjugierter Punkt be-
kannt werden. Analytisch betrachtet, muB gezeigt werden, dafl es nicht még-
lich ist, Funktionen der Form (12.34) 2u finden, die in zwei Punkten des gege-
benen Intervalls [a, b) verschwinden, Mit der Untersuchung von (12.34) sind
wir in der Lage, die Grenzen zu bestimmen, innerhalb derer es eine Lisung deg
Variationsproblems gibt.

Jacobi illustrierte diese Beschriinkung mit dem Beispiel der elliptischen Be-
wegung eines Teilchens um ein Kraftzentrum, bei dem die Rahnkurve aus dem
Prinzip der kleinsten Wirkung hergeleitet wird. In den posthum verdffentlich-
ten Vorlesungen iiber Dynamilk (1866, 46), die er in den frithen 1840er Jahren
gehalten hatte, fiihrte er ein noch einfacheres Beispiel an: den Fall eines Teil-
chens, das sich auf der Oberfliche einer Kugel bewegt, sonst aber von keiner
Kraft abhiingt, Das Prinzip der kleinsten Wirkung fithrt hier zu dem Schiuf,
daB die Bahnkurve eine Geoditische sein muf. Daher bewegt sich das Teilchen
auf einem GroSkreis. Wenn wir in einem gegebenen Punkt 4 beginnen und
einen Bogen von 180° durchlaufen, erreichen wir einen Punkt C, der zu 4
konjugiert ist. Ist der zweite Punkt B gleich oder jenseits von C, dann ist leicht
zu erkennen, daf} es Vergleichswege gleicher oder kiirzerer Distanz gibt,
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12.7 Mayer

Nach der Versffentlichung von Jacobis Schrift fand das Transformationspro-
blem fiinfundzwanzig Jahre lang die grifite Beacht}mg unter den Forschern,
wihrend der Theorie der konjugierten Punkte relan}f wenig Interesse entg;i
gengebracht wurde. Das traf auch auf Hesses Schrift von 1857 zu, obwo

Hesse fiir den Fall von Variationsintegralen der Form _[ f (x, ¥, y')d:c gezeigt

hatte, dall die Nichtexistenz eines konjugierten Punk.tes iiber_ d{_am gegebe_nen
Intervall die Giiltigkeit der Transformation der zweiten Variation 1mp1121en.
Wenn es {iber dem Intervall [a, b] keinen zu a konjgglerten .Pu.nkt g1bj:, dan_n
sind die Bedingungen fiir die Transformation der zweiten Variation erﬁ:El_t. Die
Jacobische Theorie bezog sich natiirlich in erster Linie auf den allgemeineren

Fall, wenn das Variationsintegral die Form Jj f (x, Y, y(”))dx fir n22

hat. Hesse versuchte nicht, sein Resuliat auf fiiesen Fall zu erweitern. Es_ war
keineswegs offensichtlich, wie im allgemeinen Fall d:fs Tsanffonnations—
problem mit der Theorie der konjugierten Punkte zu verknupfe-n wire. .

Es war der Leipziger Mathematiker Adolph Mayer, der dlgse thegrenge e
Frage klar erkannt und befriedigend geldst hat: Nachzulfasen_ ist das in seme;
Habilitationsschrift von 1866 und in einem zwei Jahre spat_er in Crelles J ourna
verdffentlichten Aufsatz. Eine vollstédndige Dgrlegung seines Rcsgltats }iglgge
itber den Rahmen der vorliegenden Studie hinaus. Wir kdnnen _]{adncI X B;
allgemeinen analytischen Hintergrund seiner Untersuchung 'an.deuten. ?e scl
(1858a) folgend, formulierte Mayer das fundamer_ltaie Varuitlo{lsprob e'n; la 8
ein Lagrangesches Problem. Angenommen, es gibt n abhiingige Variablen
¥y,---, ¥, - Das Variationsintegral hat die Form

1= (f{zy.y oy (12.35)

Die Variablen y, mogen m zusitzlichen Differentialgleichungen der Form

D, (X Yy Y Vi ¥) =0 (12.36)
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geniigen. Man muf} / .abhéinigig von (12.36) maximieren oder minimieren, 1806
h_att_e Lagrange gezeigt, wie die Variationsgleichungen mit Hilfe von Mul-
tiplikatoren gewonnen werden kénnen, Wir multiplizieren jede der Gleichun-

gen @, =0 mit der Multiplikatorfunktion /tm(x) und bilden den Ausdruck

F=f+Y 40, (12.37)

i=I

Damz‘t \yird die Losung des Problems die Bedingung (12.36) und die dem Va-
nationsintegranden F entsprechenden Eulerschen Gleichungen

p o (12.38)

erﬁi.Il_en. Die so formulierte Multiplikatorregel enthilt als einen Spezialfall das
traditionelle Problem der Maximierung oder Minimierung des Integrals

f ¥ (x, Y., y(”))dx . Dieses Tatsache wurde von Clebsch in seiner Arbeit

von 1858 explizit erwihnt. Man betrachte den Fall n=2. Es sej
f:f(x,yi,yz,y’z) und @ =p\-y,. Dann ist F=f+/%(y'z—y2). Die F
entsprechenden Eulerschen Gleichungen sind

ar_di_,

Ay, dx

F i, (12.39)
Sy dx &', -

Wenn wir den Multiplikator A aus diesen Gleichungen eliminieren und »W=y
setzen, erhalten wir die gewshnliche Eulersche Gleichung, die dem Integral

r i (x, wy, y")dx entspricht:

8f d é’f+ d* of
dy dr &y @t é’y”_ ’ (12.49)

C_iebsch zeigte in g.einqr Arbeit, wie die Jacobische Transformationstheorie auf
d%_e allgemeine Situation des Lagrangeschen Problems ausgedehnt werden
kénnte. Mayers Untersuchung der Transformationsbedingungen und der Theo-
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rie der kenjugierten Punkte bewegte sich im Rahmen von Clebschs Analyse
der zweiten Variation. Bei der Herleitung seiner Resultate gebrauchte er die
von Hamilton und Jacobi speziell entwickelten Methoden zur Integration der
Variationsgleichungen. Mayers Schrift von 1866 war theoretisch und technisch
auf dem hochsten Stand der damaligen Mathematik.

12.8  Erdmann

Die mit den klassischen Methoden der Variationsrechnung erzielten Lésungen
erfiillen gewisse Glittebedingungen und insbesondere die Forderung, daB das
Gefille des optimierenden Bogens stetig mit der Bogenlinge variiert. In einem
1871 verbifentlichten Buch machte der englische Mathematiker Isaac
Todhunter auf ,diskontinuierliche” Ldsungen aufmerksam, die Eckpunkte
enthalten, in denen die Ableitung sprunghaft ihren Wert #ndert. Todunters
Verwendung der Begriffe ,kontinuierlich” und ,,diskontinuierlich entsprach
dem ilteren Stetigkeitsbegriff des achtzehnten Jahrhunderts, bei dem eine
Funktion ,stetig” hiefl, wenn sie durch einen einzelnen analytischen Ausdruck
gegeben wurde und sich ihre Ableitung (auBer in singuliren Punkten) stetig
verdndert (vgl. Kap. 4). In der Variationsrechnung wurde dieser Sprachge-
brauch auch spéter beibehalten. Auf Todhunters AnstoB hin gelang es 1877
dem Mathematiker G. Erdmann, analytische Bedingungen herzuleiten, die
durch solche Bégen mit Ecken erfiillt werden.

Erdmann benutzte dazu eine Formel, die man als Transversalititsbedingung
bezeichnet. Bisher sind wir in unserer Diskussion davon ausgegangen, daB die
Variation an den Endpunkten Null ist. Jetzt erweitern wir das Variationspro-
blem, um extremale Bégen einzubeziehen, bei denen der zweile Endpunkt
sowohl in der x- als auch in der y-Richtung variieren darf. Die Formel fiir die
Variation von / lautet nun *

oo ptem |2t 202,
dy  dx &y ay'

+ ( - ﬁ—j: y’J 8x
x=b ﬁy x=b,

(12.41)

Spielarten dieser Formel hatten in Lehlrbiichern von Lagrange (1806, Lektion
22) und Lacroix (1806, 492 - 493) gestanden, und sie stellten im 19. Jahrhun-
dert ein Standardergebnis dar. Wenn wir fordern, daf der die Endpunkte ver-
bindende Bogen eine Ldsung der Eulerschen Gleichung ist, dann reduziert sich
(12.41) auf
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of = ﬁé‘y
oy

i
ﬁ;(f I ﬁszﬁ'x (12.42)

=

x=h

Wir betrachten nun das Variationsproblem & r I (x, ¥y y’) dx =0, bei dem die

Losung y = y(x) In x=c¢ eine Ecke hat. Es ist klar,

c m‘1d das von ¢ bis & einzeln optimal sein miisse
Gleichung fiir jedes einzelne dieser Inte

gleichsbogen, der entsteht, indem der Punk
in der y-Richtun
die Gleichung

,afJ
H -y =&
=g [ yé) T

» da8 das Integral von ¢ bis
1. Deshalb gilt die Eulersche
rvalle. Betrachten wir einen Ver-

t (c, y(c)) sowohl in der x- als auch

g varliert wird, Aus der Transversalitétsbedingung erhalten wir

g

g g
é)f

- |-y a
=c” 4 é}I:mr* (f y@']&

In dieser Formel werden die Zeichen +
sen, dafl die Ableitung y” in den jeweili

genommen wird, Da é‘x(c) und é‘y(

’

=0, (12.43)

=g

und - gebraucht, um darauf hinzuwei-
gen Ausdriicken rechts oder links von ¢

c) beliebig sind, erhalten wir die Glei-

chungen
ﬁ! o
' K=c” oy’ .r=c*,
> 5 (12.44)
S “y’—-—J —( -y
[ )| _ Ay

die die Bedingungen an ic e inH
geben, die ein optimierender B
¢ erfiillen muB. In der heuti iati
- gen Variat
Eckenbedingungen bekannt. onrechnung s

wel S ekte del Idi]lallilsclien [Jiltersuchung waren fi-u dle naCthIgeIide

0gen in einem Eckpunkt
ind sie als Erdmannsche

chung solchor ot ¥ kurv:en enorm zu vergréfern.® Die Untersy-
" I Ekxtrema, bei denen die Variation Vergleichskurven

Diese Maglichkeit wurde 1871 von

_ Tod i ie Di i
e, Megli hunter klar erkannt - siche die Diskussion
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einschliefit, deren Gefille sich im Verlauf der Kurve um einen beliebigen end-
lichen Betrag schlagartig #ndert, setzte Weierstrafl in Gang. Die mit traditio-
nellen Variationsmethoden erhaltenen Losungen wurden dagegen ,,schwache™
Extrema genannt. Beispiele in der nach-WeierstraBschen Periode fiir den Un-
terschied zwischen starken und schwachen Extrema gingen zum Teil auf Erd-
manns Arbeit von 1877 zurtick.!

Der zweite wichtige Aspekt in Erdmanns Schrift war sein Gebrauch der
Transversalititsbedingung. Wie wir noch schen werden, ging diese Formel
direkt in die Weierstralsche Ableitung der notwendigen und hinreichenden
Bedingungen ein, die seine berithmte ExzefBfunktion einschliefit,

12.9 Weierstral3

12.9.1 Die Vorlesungen von Weierstrafl

Die Beitrige von Weierstrall zur Variationsrechnung waren ein Produkt seiner
mittleren und reifen Jahre. Obwohl er schon 1865 an der Berliner Universitiit
Vorlesungen iiber den Gegenstand zu halten begann, wurden seine wichiigsten
Ergebnisse erst in den Vorlesungen des Sommers 1879 vorgestellt, als er 63
Jahre alt war. Die schlieflich 1927 publizierte Ausgabe basiert auf diesen
Vorlesungen sowie auf ciner zweiten Vorlesungsreihe, die er 1883 hielt.
Obwohl diese Verzdgerung der Veroffentlichung die Verbreitung seiner Ideen
behinderte, hat er dennoch die zeitgendssische deutsche Forschung in der
Variationsrechnung wesentlich beeinflufit. Abschriften seiner Vorlesungen
waren privat im Umlauf, und seine Ergebnisse wurden seit Mitte der 90er Jahre
durch die Veréffentlichungen anderer Mathematiker verbreitet.

Mehr als jeder andere entwickelte Weierstra$$ die logischen Grundlagen der
Variationsrechnung als einer modernen mathematischen Theorie. In seinen
Vorlesungen tritt der Unterschied zwischen notwendiger und hinreichender
Bedingung erstmals klar in Erscheinung. Sorgfiltig spezifizierte er die Stetig-
keitseigenschaften, die von den Funktionen und ihren Variationen erfiillt wer-
den miissen. Bei Optimierungsproblemen mit Nebenbedingungen gebrauchte
er Sitze fiber implizite Funktionen, um sicherzustellen, dafl der optimierende
Bogen in einer entsprechende Familie von Vergleichskurven enthalten ist. Wie
wir oben geschen haben, wurden die traditionellen Methoden der Variati-
onsrechnung zur Bestimmung von schwachen Lsungen oder Extrema heran-
gezogen. Vor den 60er Jahren des vorigen Jahrhunderts pflegten die Mathe-
matiker die prizise Klasse von Vergleichsbiigen in einem gegebenen Variati-

*  Siehe beispielsweise Bolza (1904, 39, 73 - 74).
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besagt es: Wenn F(x) stetig ist und rF(x)/?,(x)dx = 0 fiir alle zulissigen A(x)

gilt, dann folgt daraus F(x) =0 iiber [a, b].

12.9.2 Die WeierstraBsche ExzeBfunktion®

In Abb. 12.4 ist der Bogen (0 1) die Losung eines gegebenen Variationspro-

blems, d. h. eine Kurve, die durch die Punkte 0 und 1 geht. Fiir eine solche

Lésung der Eulerschen Gleichung wurde 1900 von A. Kneser der Begriff der
~Extremalen” eingefiihrt, den Weierstral noch nicht benutzt hat. Punki 2 liege
auf dieser Kurve, 3 sei ein benachbarter Punkt, und man bilde den Bogen (3 2),
der die zwei Punkte verbindet. (0 3) sei die Extremalkurve, die 0 und 3 verbin-
det. Der resultierende Bogen (0 3 2 1) ist ein Vergleichsbogen zur gegebenen
Kurve. Das Gefille des Segments (3 2) wird im allgemeinen um einen endli-
chen Betrag von dermjenigen von (0 1) im Punkt 2 abweichen.

\

NGO

Abbildung 12. 4

In allen seinen Arbeit wandte Weierstrall eine parametrische Methode an, bei der
die Variablen x und y als Funktionen eines Parameters ¢ betrachtet werden. Die
meisten Mathematiker betrachteten aber x als die unabhiingige Variable und y als
eine Funktion von x. Obwohl der parametrische Ansatz aus geometrischer Sicht
gewisse Vorteile hat, ist seine analytische Entwicklung viel weniger natiirlich als
die iibliche Theorie. In der Zeit von 1895 bis 1905, als die Ideen von Weierstral
einen gréfleren Bekanntheitsgrad erlangten, verwandten Autoren wie Bolza,
Osgood und Goursat einige Mithe darauf, seine Ergebnisse in den Begriffen der
iblichen Theoric zu reformulieren. In unserer Darstellung benutzen wir aus
Griinden der Ubersichtlichkeit die iibliche Theorie anstelle der parametrischen. Und
da wir uns vor allem flir die wesenttichen Ideen von Weierstral3 interessieren, lassen
wir auch die in den Originalvorlesungen enthaltenen detaillierten analytischen

Uberlegungen zu den Funktionen ciner reellen Variablen aufer acht,
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Wir bezeichnen mit 1y den Wert des pegebenen Integrals lings des Bogens

{0 1). Die Koordinaten des Punktes 2 seien (x, y). Es sei oeine kleine positive
GroBe, und g das Gefille des Bogens (3 2). ¢ wird im allgemeinen um einen
endlichen Betrag vom Wert y'in 2 abweichen. Es sei §x = —o und &=-og.

Die Koordinaten des Punktes 3 sind dann (x+é‘x, y+§y). Nach der
Transversalitiitsbedingung (12.4) erhalten wir

af a“f]
ls=Iyp =—={-og)+| f~yZLi(_ ). 12.45
03 ™ gy o”y’( ) (f yﬁy,( o) ( )
Fiir kleine ogilt

Iy = flx.y.9)0. (12.46)

Folglich ist die Variation des Integrals:

Ty 41~ Iy = {f(xJ:ﬁ’) - flx.yy) —%(x,y,y’)(q —J")}O'- (12.47)

Diesen Ausdruck benutzte WeierstraB, um eine sogenannte Exzeflfunktion zu
definieren:

E(x,y,.q)= f(x,y.q)- f{x,, ) —-g;,(x.y.y')(q -37. (12.48)

Mit Hilfe von (12.48) konnte er eine neue notwendige Bedingung einfithren,
die giiltig ist, wenn die Vergleichsfamilie von Bogen um Kurven erweitert
wird, deren Gefille um einen endlichen Betrag von dem der tatséchlichen
Kurve abweicht. Damit das gegebene Integral ein Minimum ist, muf} fiir alle
Punkte x, y und fiir alle Werte des Gefilles g

E(x,y,y.q)20 (12.49)

sein. Weierstral nannte (12.49) die vierte notwendige Bedingung, die die von
Euler, Legendre und Jacobi abgeleiteten Bedingungen ergiinzte.
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Abbildung 12.5

Weierstrall zeigte in seinen Vorlesungen, dal} eine modiﬁziert_e Versmnkvon
(12.49) fiir ein Minimum hinreichend ist. Dazq gebrau_chte er eine etwas kom-
pliziertere Konstruktion, die jedoch eine naﬁirhcpe Wextgrenwicklung d{? vg-r—
angegangenen Untersuchung war. Wie zuvor sei (Q 1) cine Extremﬁle, —ie 1;
Endpunkte 0 und 1 verbindet (Abb. 12.5). Sie sei analytls_ch durc 2yg —dyﬂ(xh
gegeben. Man betrachte den Vergleichsbogen y= ¥x), der in A.bb. IK. . urc‘t
die Kurve (0 3 2 4 1) dargestellt ist. 2 und 3 sind Punkte auf cheser urvedmi)
den Koordinaten (x,y) beziehungsweise (x + dx,y + dy}). Es seien {0 2) und (
3) Extremalen, die 0 und 2 und 0 und 3 verbinden. Man definiere

12.50
S(x)=1,+1,, (12.50)

wobet [, das lings der Extremalen (0 2) berechnete Variationsintegral ist und
02 '
I,, der Wert dieses Integrals lings des Segments (2 1) des Vergleichsbogens
2
(0324 1). Man hat

SORJFCIMAL

(12.51)
S(a) = ff(x, y,y’)a’x.
Dann ist die Variation von /
a1 = [(£(x.3.9)= £(x.7,.5.))dx = ~(S(6) - 5(a).. (12.52)

ir zei B i i iiber [a, b] ist,
Wi ir zeigen kdnnen, daB} $(x) eine fallende Funktion von x i .
dail:lnf:{gt da%& Al'2 0. Wir berechnen deshalb d5/dx und untersuchen die Be-

dingung d8/dx <0. Es ist



476
Craig Fraser

as = S(x+dx)-S(x)= I, + 1, - 1. (12.53)

Eshjbnezeichne plx, ) das_ Gefille der Extremalen (0 2) in dem Punkt 2. Wir
Ee_ en an, daB p(x, y) eine wohldefinierte Funktion der Koordinaten x . Vo
1st. Aus der TransversaIitéitsbedingung (12.42) erhalten wir e

af
Toy ~ Iy = };(x,y,p)dy +[f(X.y,P) - pgj(x,y, p))dx

) 5 (12.54)
- (rtern L))
Femner
Iy = flx.y,5)dx . (12.55)
Also
— i 5
ds = —(f (%.3.7)~ 1 (x.y.p) ~-0,,—f,(x,y, p)(y’~p)de
od {12.56)
= —E(x,y,p,y’)dx.
Wenn folglich die Bedingung
E(x,y,p,y)20 (12.57)

fiir alle Vergleichsbégen y= y(x) erfiillt ist, dann ist dS/dx immer negativ
und die Lésung y, = yo(x) ,

4 macht das gegebene Variationsintegral zu einem
Minimum,

12.9.3  Der Feldbegriff

Im obigen .Be‘,jveis nahm Weierstral an, daf der minimierende Bogen
Yo=Y (x) In emen , Flichenstreifen” eingebettet ist, der yo(x) enthilt und
von emer Familie von Losungen der Eulerschen Gleichung iiberdeckt wird

Diese Familie hat die Eigenschaft, daB in ef i
. aff, ¢s ¢in eindeutiges Element gibt, dag d
Anfangspunkt 0 und einen beliebigen folgenden Punkt in dem Gegbie; vatl;l::i\c;‘:j
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det. In seinem Lehrbuch der Variationsrechnung von 1900 fiihrte Kneser den
Begriff eines ,,Feldes von Extremalen” ein, um eine solche Familie von Kurven
zu bezeichnen. Bei diesem Sprachgebrauch war Kneser offensichtlich vom
physikalischen Feldbegriff inspiriert. In Faradays Schriften erstmals aufgetre-
ten und von Maxwell und anderen weiterentwickelt, war der Begriff des Feldes
spitestens Ende des Jahrhunderts zu einer Standardidee der theoretischen Phy-
sik geworden. Ein Exiremalenfeld in der Variationsrechnung ist natiirlich ein
rein mathematisches Konstrukt und dient als begriffliches Hilfsmittel; die Be-
ziehung zu wirklichen physikalischen Feldern besteht nur in einer Analogie.
Lediglich in gewissen Spezialfillen, beispielsweise bei der Bewegung eines
Teiichens, die durch eine Zentralkraft bewirkt und durch ein Variationsgesetz
bestimmt ist, fallen die moglichen physikalischen Bahnen des Teilchens mit
den Extremalen des mathematischen Feldes zusammen; in diesem Fall besitzt
der mathematische Begriff eine direkte physikalische Interpretation, obwohl
natiirlich auch hier die Kraftlinien nicht dasselbe sind wie die Extremalen des
Feldes. Im allgemeinen jedoch ist der Feldbegriff der Variationsrechnung ab-
strakter und steht nur in Analogie zum Konstrukt der Physiker.

12.10 Die Verfeinerung der Weierstrallschen
Methoden

12.10.1 Hilberts invariantes Integral

Die WeierstraBschen Methoden erfubren zwei signifikante Modifikationen
durch die nachfolgenden Mathematiker. Die wichtigste war Hilberts Einfiih-
rung des invarianten Integrals (1900c), um die Herleitung der hinreichenden
Bedingung (12.57) zu vereinfachen.”

Angenommen, yn(x) ist eine Lisung der Eulerschen Gleichung, die durch

die gegebenen Endpunkte geht. Es sei

I= _rf(x,yn,y'o)dx. (12.58)

Wir nehmen an, daB y,(x} so in ein Extremalenfeld eingebettet ist, daB es in

jedem Punkt (x, y) gines gewissen Gebietes, das yo(x) enthilt, eine wohlde-

7 Zu Hilberts Untersuchungen auf dem Gebiet der Variationsrechnung, einschlieflich
seiner Einfithrung des invarianten Integrals, siche Goldstine (1980, 314 - 330).
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finierte Funktion : .

. P(xy) gibt, die das Gef ,
gibt, welch ’ efille der eindeut;

Che durch den Anfangspunkt und (x) geht “éfe:ﬂE;ggma_lenvan-

. ein Ver-

g]elCthOgen del mit Vol X mx= [24 l.!]id X = b kOmZidleI t. X Vol X 15t
2 0 0 s

kI ) ! s
ein, aber I Y (x)- y, (x)’ braucht dies nicht 7y sejp
Man betrachte das Integral |

I*= .
f( 7(x..p) +~§§(x, ».5)(y- p)de . (12.59)

H ] iy L) < k.
g g e >
1 : ] I 10 -y -y( ) Ehiulgt! SClange y y(‘i) n dEil Eudp un‘kten
IIlIt X Zusanllllenfaﬂt. LaI]gS dcl I{uf Ve - X habe W1
] ) n r

yi(x)= (. ¥o(%)), und damit folgt, daB /* = 7. Also ist die Variation A7
0N

Al = f(f (x,y,y')~f (x.yo,y’o))dx

= X, i i - ﬁ .
J:(f(f ¥ }’) f(x,y, p)_. rY (ny’ P)(}"—p)de, (12.60)
d. h.
Al= fE(x >, Pry')dx .
(12.61)
Wenn also die Bedingung
E(x’y’ P(I»y),y’)z 0
(12.62)

ﬁ. H 1/ 1 . 1 ] - FIH . I F ] 1 B i- I s
T alle Elg eicns Cgan y )’(-L) Critl t 18 > ann 1o g a 18 Csung
yo( ) gEgEt ene ark tICnSIntEgIal zu elnem I 111”11][[1]1 nla:ht‘

Der Schiiissel zy Hilb i
- 1 erts Ableitung Jap j insi i
Wir schreiben dep Integranden von ( 1g2.5 g) 1iItll C;:rr g::if:}lﬁ L imvarant st
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(f(x,y,P) +%(xv}’rp)(y"l’)]dx
Y (12.63)

of ) of
=| flxy pj~ p=2=(x.y,p)|dx+ =X,y p)dy.
[f( y.p)= P (wy.p) jdt =y p)dy
Hilbert stellte fest, daB die Bedingung der exakten Differenzierbarkeit, ausge-
driickt mit Hilfe der partiellen Differentialgleichung

2 2 a2(a
E(f (x.7.p) —pé,—;(x,y,p)J = E(ﬁ_ff'(x' ¥, p)) , (12.64)

dquivalent ist zur Giiltigkeit der Eulerschen Gleichung

Gf oy} _d oflxry) (12.65)
Sy dx ay' -

ldngs der Kurven des Feldes, fiir die die Bezichung dy/dx = p(x, y) gilt.

Obwohl Hilbert nicht erklért, wie er auf die Idee des invarianten Integrals ge-
kommen ist, ist ein naheliegender moglicher Ausgangspunkt in Transversali-

titsbedingung zu sehen, Man betrachte das Integral
X
S(x,y) = Lf(x,y.y')dx , (12.66)

wobei vorausgesetzt wird, dafl § lings der eindeutigen Extremalen vom An-
fangspunkt bis zum Punkt (x, y) berechnet wird. Wir haben S(b, y(}(b)) =].

Fiir dy =dy und &x =dx, erhalten wir aus (12.42) die Bezichung

_ef _ar
dS—ﬁy'dy+(f Wyjdx. (12.67)

In dieser Formel ist die Gréfie y’ in (x, y) gleich dem Gefille p(x, y) der

Extremalen, die durch diesen Punkt geht. Damit 4§ ein exaktes Differential ist,
muf} die in (12.64) ausgedriickte Bedingung gelten. Eine Rechnung bestitigt
Hilberts Feststellung, dafl {12.64) fiir die Extremale, die durch den Punkt
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(x, y) geht, dquivalent
Punk:,
Wir schreiben ds nunmehr in der Form

af d
as=(L,, o P

2y dx ' ’ (12.68)
a5 = (f X, ¥, .;.ﬁ. ¢
(x.5.0) Gy (B2 2)'=p) s (12.69)
Hier be.zeichnet ¥’ das Gefille des Vergleichsbogens y= y(x) in (x ) D
von a bis & berechnete Variationsintegral ist daher durch die Formel o
Stb, vy (8)) = f [ 2 ’
( o ) [/ (x.y,p)+ e (x,y,p)(y ~p) dx (12.70)

gegeben. Die linke Seite von (12.70) i i
_ 70} ist gl i ite i
7*, Folglich haben wir bewiesen, dag I#* ii:;;:i}:ni ?sréd e sechie Sete it Bleich

Fl 1€ eISte ]St dle Ila]ls Ve!salltats
bedlngung. Dle Zwelte bestellt daIln, daS Integral S a]S eme I Lil’lktlon dEI v a~

o [ ' funktion (vgl. Abschnitt 12, i
disku?jl:tg ;Iﬁ: :;;f;lanlten Intgrals im Jahre 1868 stand, wie ir:f "Iii)ieiel(tlrgggi
bindone ,A it Hﬂb?rt r}llteress_e an der Eamilton—]acobischen Theorie in Ver-
seincm pach 1 at bel_ seiner ‘Dlskussion des invarianten Inte Is 1
ortrag auf die Hamilton-Jacobischen Gleichungen ugr:?I Saﬂ”

ist zur Giiltigkeit der Eulerschen Gleichung in diesem
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12.10.2 Die moderne Sicht

Bei der Herleitung der notwendigen Bedingung (12.49) betrachtete Weierstrall
den Bogen (0 3) (Abb. 12.4) als Extremale, d. h. als Lésung der Eulerschen
Gleichung. Da der Punkt 3 verschieden von 2 sein mufi, forderte er, daff es
lings des Bogens (0 1) keinen zu 0 konjugierten Punkt gibt. Damit die gege-
bene Konstruktion ausgefithrt werden kann, muf folglich die Jacobische
Bedingung gelten.

Spitere Autoren, angefangen bei Goursat, gaben dann die Forderung, der be-
nachbarte Bogen (0 3) sei eine Extremale, auf. Es wird nur gebraucht, daf er
auf irgend eine bestimmte Weise gegeben ist. In modernen Lehrbiichern wird
die WeierstraBsche notwendige Bedingung auf diese Weise hergeleitet, Heute
ist sie als die zweite notwendige Bedingung bekannt, wihrend die erste die
Eulersche ist und die dritte und vierte die Legendresche und die Jacobische.
Der Grund fiir diese Umstellung der urspriinglichen historischen Reihenfolge
liegt darin, dafl Legendres Bedingung von der WeierstraBschen abgeleitet
werden kann, wenn bestimmte Stetigkeitsvoraussetzungen erfiillt sind.

Nichtsdestoweniger mufl angemerkt werden, dal} in Weierstrali’ Herleitung
die Jacobische Bedingung der Forderung (12.49) logisch vorausgeht. Demge-
mil war in der urspriinglichen Weierstraflschen Theorie der Feldbegriff bei
der Herleitung der notwendigen Bedingung, die von der ExzeB-Funktion Ge-
brauch macht, schon stillschweigend vorausgesetzt. Es gab daher einen inneren
Zusammenhang zwischen seiner Ableitung dieser Bedingung und der kompli-
zierten Analyse, die erforderlich ist, um zu beweisen, dal sie auch hinreichend
ist. In der modemen Auffassung des Gebietes ist diese Einheit nicht mehr
vorhanden. Die Weierstraflsche notwendige Bedingung wird hergeleitet, ohne
Vergleichsextremalen heranzuziehen, und seine hinreichende Bedingung erhilt
man auf die oben beschriebene Weise durch das Hilbertsche invariante

Integral.® .
Mit Ausnahme des grundlegenden Falles r I (:c, ¥, y’)dx —» max./min. for-

mulieren moderne Lehrbiicher bei der Untersuchung hinreichender Lésungs-
bedingungen das allgemeine Variationsproblem meist als ein Lagrange-Pro-
blem. In der modemen Theorie wird man vergeblich nach einer Darstellung

des traditionellen Falles f i (x, »¥, y”)dx — max./min, suchen, der so de-

tailliert von Euler, Jacobi und Hesse behandelt worden ist. Stattdessen werden

! In seinen ,Vorlesungen“ von 1904 stellie Bolza sowohl die urspriingliche
Weierstraflsche Herleitung der hinreichenden Bedingung (12.57) als auch die
spitere Demonstration dar, die das Hilbertsche invariante Integral einbezieht. In der
iiberarbeiteten  Ausgabe der ,Vorlesungen® von 1909 ist nur die zweite
Demonstration verblieben.
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diege Fé.ille als Optimierungsprobleme unter Nebe
unter d}e allgemeine und etwas dunkle Theori
subsumiert. Als Ergebnis dieser Situation gibt es

schen dem elementaren Fall 7 =1 und der allgemeinen Theorie

12.11 Variationsmethoden in der Mechanik

Ini i i i
hrer ganzen Geschichte war die Varrationsrechnung €ng mit der theoreti-

schen Mechanik verkntipft. Statik und Dynamik lieferten Beispiele fiir die
sich im Zusammenhang mit

wurde mit Hilfe des J-Formalismus ausgedriickt und angewandt, Lagranges

groBe technische Leistung bestand in de i
- A (14
der Dxfferentialgleichungen der Bewegu;g pieitng der rhagrangeschent Form

A dt 7y, (12.74)

fiir ein System mit » Freiheits

Taden : .
fir 71, g und verallgemeinerten Koordinaten g

1. Die Gréflen T und ¥ sind skalare Funktionen, die spiter alg

4 lelzahl phySlkallSCher Systellle dle I Ielhe t ce ele CGOrai at Sy te
]

Zwangskrifte sowie i i i
o lie | ‘ wie ihre Einfachheit
Laegg;g; Z;liitil:gg gu ileln \_X.quémgsvolfen neuen Untersuchungsmethodfan lgﬁ
. ' 1skussion der verschied inzipi i
S, gl iedenen Prinzipien der Mechanik,

' : rde eine wichtige Quelle der Inspirati i
Hamilton und Jacobi, In den frithen 3Qer Jahren ?es 19, Jazlrﬁziggggnkgg

%ﬁ:;uition bei .der Untersuchung_von Problemen der Teilchendynamik auf die
Koo;d‘ 1 gewisses Integral als eine Funktion des Anfangs- und Endwertes d
maten zu betrachten. Er konnte zeigen, daB das auf diese Weise b:r

trachtete Integral - die so inzi .
. genannte Prinzipal - ; : . .
algleichungen erster Ordnung erfiillt. palfunktion - zwei partiell Differenti-

nb:?dingungen aufgefalit und
e fiir das Lagrange-Problem
einen gewissen Kontrast zwi-
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Hamiltons Theorie war ein sehr origineller und fruchtbarer Beitrag zur for-
malen Entwicklung der Dynamik. Er selbst sprach 1834 in einem Brief an sei-
nen Freund William Whewell davon, daf er ,die Mechanik revohitioniert
habe (Hankins 1980, XVIII). Hamilton hatte das grofie Gliick, in Jacobi einen
Leser zu finden, der sofort die Bedeutung seiner Arbeit erkannte und selbst
ebenfalls ein auBergewOhnlicher Mathematiker war. Jacobi griff Hamiltons
LSchone Idee® auf und entwickelte eine liberarbeitete, verbesserte Theorie.
Wihrend Hamilton die Erhaltung der mechanischen Energie (der ,lebendigen
Krifte*) gefordert hatte, stellte Jacobi fest, daB seine Gleichung ohne eine
solche Voraussetzung abgeleitet werden kann. Femner betonte Jacobi das
Integrationsproblem und benutzte die Theorie der partiellen Differentialglei-
chungen, um eine Lésung der gewdhnlichen dynamischen Differentialglei-
chungen in Abhiéingigkeit von der Lésung der entsprechenden Hamilton-Jaco-
bischen Gleichung zu gewinnen.

Jacobi beschrinkte seine Untersuchung auf das Hauptproblem der analyti-
schen Mechanik. 1858 nutzte Clebsch in seiner mathematischen Untersuchung
der zweiten Variation einige Ideen der Hamilton-Jacobischen Theorie. Dabei
gelang thm eine einfache und allgemeine Darlegung der Jacobischen Herlei-
tung der Hamilton-Jacobischen Gleichung. Mayer fafite in seiner einige Jahre
spiter durchgefiihrten Untersuchung der zweiten Variation (siehe 12.6) eben-
falis einige der wesentlichen Ideen der Hamilton-Jacobischen Theorie zusam-
men. In den Schriften von Clebsch und Mayer wurde diese Theorie als mathe-
matischer Gegenstand entwickelt, der im groflen und ganzen unabhingig von
der Mechanik ist.

Eine historische Darstellung der Hamilton-Jacobischen Theorie ginge iiber
den Rahmen des vorliegenden Buches hinaus. Es sollte nicht unerwihnt blei-
ben, auf welche Weise der spitere Begriff des Extremalenfeldes in der Ha-
milton-Jacobischen Entwicklung implizit enthalten ist. In Clebschs Herleitung
der Hamilton-Jacobischen partiellen Differentialgleichung wird vorausgesetzt,
dal} das gegebene Gebiet der x-y-Ebene von einer Familie von Kurven bedeckt
ist, die Lésungen der Eulerschen Differentialgleichung sind; es wird ebenfalls
implizit vorausgesetzt, daB es abhingig vom Anfangspunkt eine eindeutige
Losung in dem Gebiet gibt. Das Gefiille der Extremalen in jedemn Punkt be-
dingt eine Feldfunktion, die in dem Gebiet wohldefiniert ist. Die Urform dieser
Idee kann bis in Hamiltons urspriingliche Herleitung seiner Prinzipalfunktion
in seiner Schrift von 1834 (und noch frither in seinen Entwiirfen) zuriickver-
folgt werden, Hamilton beschifligte sich mit einem Problem der Dynamik und
faBte sein Resultat nicht als ein Ergebnis der Variationsrechnung. Beispiels-
weise erforderte ein Schritt in seiner Herleitung der Hamilton-Jacobischen
Gleichung, dafi die von dem System verfolgte Trajektorie mithilfe der dyna-
mischen Bewegungsgleichungen in kanonischen Koordinaten beschrieben
wird. Als ein reines Problem der Variationsrechnung betrachtet, besagt dies,
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daf} die Eulersche Variati i i i
e ariationsgleichung gilt und die gegebene Bahn eine Bxiye-

. i?;t;n (?Ien sg?iteren Jahren.des 19. Jahrhunderts bestehende Interesse an der
n-Jacobischen Theorie griindete sich anscheinend hauptsichlich auf

dinaten eines Systems, um K i ie ei i

be‘l;‘;ie. Lésung des Integraiion(;;ﬁg;z;ig ggt:;l.mken e eine licht zu handha-

e h;;jsﬁgfnsscc}ﬁ§zg§.seme .Untersuch.ungen auf dem Gebiet der Variations-

pechmr gb lelllich seiner Entwicklung der Feldmethoden groBtenteils
ein besonderes Interesse an der Hamilton-Jacobischen Theorie durchge-

12.12 Existenzfragen

ICr)ilt);vohII kw1r uns .in diesem Uberblick auf Variationsprobleme mijt einfachem
gral konzentriert haben, erstreckt sich die Theorie in natiirlicher Weise auf

Probleme mit mehr als einer unabhéngigen Verinderlichen. Es sel u= u(x y)

; V. Angenommen, wir st
Integral T stehen vor dem Problem, das

{f S gty (12.75)

?;1 maximieren oder minimieren, wobei R ein Gebiet der x-y--Ebene ist und :
inen vorgegebenen Wert auf dem Rand € von R annehmen soll. Die L l
muf die Eulersche Differentialgleichung - e
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o2 20 1276
Su Ox IFp FHy &y
erfiillen,

Man nehme beispiclsweise an, dai}

2 2
Su Gu 1 2

=|—| +|—]| =p +g". 12.77
/ (ﬁxj (é‘y) P (1270

Dann reduziert sich die Eulersche Gleichung auf die Potential- oder Laplace-
sche Gleichung fiir die Funktion u:

ﬁ:l[ ézh’
Au =—2+—2=
&x° Oy

0. (12.78)

Im 19. Jahrhundert stie} man bei verschiedenen Fragen der Potentialtheorie
und der komplexen Funktionentheorie (vgl. Kap. 6 und 7} auf das Problem,
eine Funktion zu finden, die die Laplacesche partielle Differentialgleichung in
einem gegebenen Gebiet erfiillt und awf dem Rand vorgegebene Werte an-
nimnit. George Green, William Thomson und Peter Lejeune Dirichlet in der
Potentialtheorie und Bemhard Riemann in der komplexe Funktionentheorie
leiteten die Existenz einer solchen Funktion aus der Tatsache ab, daB sie die
Losung cines wohldefinierten Problems der Variationsrechnung wire. Auf
diese Weise wurde die Variationsrechnung zum Garanten fiir die Existenz
giner Funktion, die in einem anderen Teil der Analysis gebraucht wurde. Diese
SchluBweise erhielt von Riemann den Namen , Dirichletsches Prinzip“.?

1870 erkannte Weierstrafl, dafl dieses Problem nicht immer eine Lésung

hat."" Er betrachtete das Beispiel
2
1
J: xz[ﬂj dx (12.79)
AN 1

wobel vorausgesetzt wird, dall die Werte von y bei x=-1 und x=+1 ver-
schieden sind. Er zeigte, dafl der Minimalwert Null niemals wirklich erreicht

®  Zur Geschichte des Dirichletschen Prinzips siche Kline (1972, 658 - 660, 682 - 687,
704 - 705), Monna (1975), Bottazzini (1986, 295 - 303) und Renteln 1996,

® Dieses Beispiel wird in Bottazzini (1986, 300 - 301) beschrieben.
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beliebig klein machen. _

Das Weierstrafische Resultat zog die Giiltigkeit des Dirichletschen Prinz
als einer apriorischen Methode der Analysis in Zweifel, und fiir eine Zeit geric
das Prinzip in Verruf. In seinem Pariser Vortrag von 1900 forderte Hilbert
20. Problem die weitere Untersuchung der Existenzfragen in der Variations
rechnung. In Aufsiitzen, die zwischen 1901 und 1906 erschienen sind (sie!
Monna 1973, 132) lie er das Dirichletsche Prinzip wieder aufleben, inde)
zeigte, daB das Variationsproblem unter bestimmten speziellen Bedingung
tmmer eine Losung hat. Um dieses Ergebnis abzusichern, wandte er.éin
sogenannte ,direkte Methode an: anstatt die Eulersche Differentialgleichun
abzuleiten und zu versuchen, ein Integral dieser Gleichung zu erhalten; zei
man direkt mit einem passenden Grenziibergang, dafl eine Lésung de:
spriinglichen Variationsproblems existiert. Hilberts Untersuchung initifert
Forschungsprogramm in der Variationsrechnung des 20. Jahrhunderts, in/den
Fragen der Existenz eine herausragende Rolle gespielt haben.

Reinhard Siegmund-Schultze

_Einfiihrung

Typs und ihre ,Operatoren*,

hrt werden konnten.

' Einen Uberblick iiber diese Entwicklung gibt Hildebrandt {1989). )

M W'r_as'én nach war die Entstehung der Funktionalanalysis eine Ubertragung
clner oder mehrerer Begriffe wie Kompaktheit, Beschrinktheit, Konver-
Abstand, Stetigkeit, Vollstindigkeit, Dimension, Skalarprodukt, Linea-

w. vom n-dimensionalen euklidischen Raum R" und den auf ihm er-
nFunktionen auf unendlichdimensionale ,,Funktionenriume” verschie-

Hlerzu war ein ,,Ubergang vom Endlichen zum Unendlichen* erforderlich,
sen konkrete Gestalt Gegenstand der Bemithungen und auch des Streits der
i, Funktionalanalytiker” war. Vielfach wurden erst durch die Veralige-
erung, durch die in der Tendenz axiomatische Definition der neuen

ne, in die sich der R" als Spezialfzll einordnete, das Verhiltis der ur-
glichen Begriffe, ihre partielle logische Abhingigkeit oder ihre Unab-
gkeit erkennbar. Begriffe wie der der Konvergenz diversifizierten sich,
Is dquivalente Eigenschaften wie Beschrinktheit und Kompaktheit fielen
ander, Hinzu traten neue Grundprinzipien und Begriffe, die im
dlichen keinen Sinn besaflen (Hahn-Banachscher Fortsetzungssatz, Katego-
theorem, Separabilitdt) und nur mit Hilfe der Cantorschen Mengenlehre

Wichtige Briicken des ,,Ubergangs vom Endlichen zum Unendlichen® waren
erallgemeinerte geometrische Anschauung und Sprechweise (z.B. mit
es ,,Schmidtschen Orthogonalisierungsverfahrens®), der Analogiege-
qur linearen Algebra und zur Theorie der reellen Funktionen sowie die
ahme von Approximations-und Iterationsprinzipien (z.B. ,,Neumannsche





