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Introduccidn

El primer trabajo realizado por Lagrange en matemdticas, clectuado du-
rante la década de 1750 y principios de la de 1760, se centrd en el cél-
culo de variaciones y en la mecénica, Desde 1764 empezd a trabajar
intensamente en lus cuestiones tedricas de la astronomia f(sica, nombre
con que se le conocia entonces. Se trataba de un tema al que dedicaria
gran parle de sus investigaciones en los siguientes veinte anos. Su prin-
cipal aportacion al tema, hecha migentras em director de matemdticas en
la Academia de Berlin y publicada en las memorias de esa inslitucién,
consizba de técnicas y resultados en 1a teoria de las perturbaciones. 1ded
un método para investigar ¢l movimiento de un planeta determinado
que gimse alrededor del Sol y que estuviera sujeto a una fuerza de per-
turbacidn procedente de un tercer cuerpo, Los principales objetos de in-
terés fueron los sistemas Sol-Tiermm-Luna y Sol-Jupiter-Saturno, y el
problema consistia en explicar algunas anomalias de sus movimientos,
Entre los problemas destacaba la desigualdad “grande™ o “larga™ en los
periodos de Jipiter y Saturno, descubierta por los asirénomos al compa-
rar las observaciones efecluadas a lo largo de siglos.

Lagrange se dedico a sus investigaciones més importantes sobre las
perturbaciones en el periodo comprendido entre 1775 y 1784, El otro gran
investigador de la época era Laplace, quicn habla empezado a trubajar so-
bre el mismo tema en Paris a principios de la década de 1770. En 1785 ter-
mind una memoria que conlenia la explicacidn delinitiva de la gran
desigualdad de Tipiter y Satumo. Para conseguir su resultado, un cnorme
logro de la astronom{a matemdtica, utilizs Iécnicas ¢ ideas para las que
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Lagrange habia abicrto ¢l camino, pero levindolas un paso mis kejos,
Desde el punio de vista histérico, podria decirse que la teoria cldsica de la
estmbilidad planetaria fue el logro conjunto de los dos hombres.,

La aportacién de Lagrange al estudio de las perturbaciones fue <l
método de variacién de pardmetros y el concepto asociado de funcidn
pecturbadora. Al tiempo que llevaba a cabo este trabajo también se ocu-
paba del estudio de las ecuaciones diferenciales ordinarias y parciales.
Esta investigacidn se referia a su utilizacién lan éxilosa y original de la
idea de variar las constantes arbitrarias gue aparecian en su solucién.
Parece evidente cierta clase de nexo entre su invesligacidn en astrono-
mia planetaria y su teorfa de las ecunciones diferenciales, y de hecho asi
s¢ ha sefialado en las obras sobre el tema.' Sin embargo, hasta hoy no se
disponc de un esivdio compasativo del contemido de csas invesdi-
gaciones ni de las circunstancias exactas en que se llevaron a cabo. Este
trabajo tiene por cbjcto dar inicio a dichos ¢studios.

Preludio historiogrdfico

La mectnica celeste del siglo XVIII no tenia el imerés inlelectual gene-
ral que presencié €l nacimiento de Ia astronomia heliocéntrica durante
la Revolucidn Cientilica. Las memorias de Euler, Lagrange y Laplace
son obras en vias de realizacidn, intentos prolongados, provisionales y
sumamente 1écnicos de analizar las irregularidoades observadas en el
movimiento de los planctas. A menudo se hace un gran esfuerzo en ¢l
desarrollo de alguna idea o técnica, sin que se obienga la recompensa
correspondienie en (€rminos de los resuliades alcanzados. En general,
es0s csindios carecen de La independencia tedrica y de la profundidad
de las investigaciones puramente matemidlicas efectuadas por los mis-
mos auiores.

Aparte de Ia confusidn técnica que caracterizd a su desarrollo inicial,
la teoria cldsica de las perturbaciones es dilicil hoy en dia debido a que
no estamos familiarizados con ella. A diferencia del cdlculo, del ciclo
de Camot o de la tabla periGdica de los clementos (femas que son parte
de la formacién cientifica del estudiante contemporinco), ka teoria clisi-
ca [de perturbaciones] ya no forma parte de los programas de cstudios
en las universidades. El autor de un arliculo hisidrico reciente sobre 1o
gran desigualdad de Jidpiter y de Satwno se vio obligado a recurrir a
una descripcidn de George Airy hecha en 1834, con ¢l fin de ofrecer fa
correcta explicacion cientifica de este fendmeno.® Resulta diffcil en-
contrar un libro publicado en el presente siglo que contenga algo que
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semcjc a la teoria cldsica original. En unos apunies de conferencias pu-
blicadas en 1969 escribfa Shlomo Stemberg:

En cierto modo, el trsbajo de los astrénomos clésicos en la teoria de las
perturbaciones ya no e importante para la prediccidn del movimiento de
los planetas. El surgimiento de la astronamia por radar (y, en cierta medi-
da, de las sondas espaciales) nos ha proporcionado una exactitud en las
observaciones gue supera con muchos lo que s¢ sabfa hasta enlonces. Esta
mformeacién se incorpora a las ecuaciones del movimiento que se inke-
gran numéricamente en una computadora de gran velocidad, en tanto que
las constantes numéricas son reajustadas en forma constante para que se
acomaden a los datos. Este trabajo ... permite & |2 computadora predecir
las posiciones de los planelas con una precisidn mucho mayor (por sim-
ple procesamiento de los datos) gue la que se eonsigue aplicando la teorfa
cldsica de las perturbaciones. En un senlido muy real, uno de los hggw
mids trascendentes del hombre ... ha pasado al dominie de la miguina.

Por dltimo, conviene sefialar que cuando hoy se aborda el lema de las
perturbaciones, suele hacerse como si se tratara de un tema de anglisis
avanzado que incluye nociones de topologia y de geomeltrfa diferencial,

Asf pues, 1a hisloria de la astronomia fisica impone especiales de-
mandas expositivas al historiador de la ciencia. La necesidad de contar
con un relato de csta historia se hace evidenie ante la prominents posi-
cién que ocupa la astronomifa en las investigaciones fisicas del siglo
XVIII. Basta echar un vistazo a las memorias de Parfs para percatarse
del enorme interés por el tema, como igual lo indica la atencitn que se
le da en las recopilaciones de las obras completas de los principales
cientificos de la época. La astronomia planeiaria era la dnica ciencia
malem{tica en el periodo anterior a 1800 gue s¢ desarroll6 a través de la
interaccién sistematica entre observacién y teorfa.

Teorla de perturbaciones

En la siguicnte exposicién nos concentraremos en las innovaciones bd-
sicas logradas en la teorfa de perturbaciones, més que en c6mo las inno-
vaciones sirvieron para explicar la observacién. Las principales
memorias en ¢l desarrolio histérico de las aportaciones de Lagrange al
fema son:

I) Las memorias de Euler ({1748) y [1749]) de 1747-1748 que con-
tienen su deduccidn de las ecuaciones diferenciales del movimiento
de los planetas y su introduccidn del método de la variacién de cons-
tantes al andlisis del sistema Sol-Japiter-Satumao.,
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Il) Las memorias de Lagrange ([1766] y [1777a]) de 1766 que con-
tienen su estudio de los satélites de Japiter y del sistema Sol-Jipiter-
Satumo. Aqui sigue el planteamiento inicial de Euler,

IIT) La memoria de Lagrange ([1779]) de 1776 sobre la alicracion de
los mavimientos medios de los planetas, que incluye su presentacién
del método de variacién de constuntes y la funcidn perturbadora.

El trabajo efectuado por Euler en la década de 1740, lo mismo que ¢l
de Clairnut y el de d' Alembert, s2 ocupa de 1a deduccion de las ecuacio-
nes diferenciales del movimiento de los planctas. Por ¢sa época apare-
cié la forma analitica de lo que hoy se conoce con ¢l nombre de
segunda ley de Newton y se usd para analizar ¢l movimiento descrito
desde sistemas de coordenadas cartesianas © polares. La cuestidn cen-
tral de 1a astronom(fa planetaria era si la teorfa gravitacional de Newton,
y en particular la ley del inverso del cuadrado, era suficients para “*sal-
var'’ los fendmenos, o #i habia que modificarla 0 completarla con la su-
posicién de otrns entidades perturbadoras ademds de la interaccion
gravitacional mutua. En este sentido, toda la historia de la teorfa de ks
perturbaciones ep el siglo XVIII puede considerarse como la reivindica-
cidn sucesiva y definitiva de la hipitesis newtoniana.

El problema del movimiento de un solo planeta alrededor del Sol se
resolvié completamente para una ley de fuesza del inverso del cuadrado
y se demostrd que implicaba una 6rbita elfptica en uno de cuyos focos
se suponia que se encontraba el Sol. La paosicidn del planeta se daba en
términos de seis constantes arbitranias: dos constantes gue especifica-
ban ¢l plano de la Grbita planetaria respecto a un plano fijo de referencia
(la inclinacidn y la Linea de nodos, es decir, la linea de interseccidn de
los dos planos); dos constantes que daban el tamafio y ta forma de la
elipse (el semi-eje mayor y la excentricidad); vna constante que deter-
minaba la direccién del eje principal (linea de fpsides), y una constante
que daba la posicion del planeta en algiin momento inicial fijo (posicidn
¢n la época).

En la primera memoria de 1748 Euler dedujo las ecuaciones difercu-
ciales del movimiento para un cuerpo puntual sobre ¢l que actda una
fuerza cualquiera. Sc sirvié de un sistema de coondenadas cilindricas.
La posicién del cuerpo estd dada por las coordenadas r, ¢ y z, donde r y
¢ son las coordenadas polares en el plano de referencia base de la pro-
yeceidn del cuerpo sobre este plano. Y z es la distancia perpendicular
del cuerpo respecto del plano. Euler obtiene las tres ecuaciones (un po-
co simplificadas):
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ddr - rdé’ +Pdf =0 (N
2drdd + rdd¢y + Qdr’ 2
ddz + Rdf" =0 (3)

donde P, 0 v R son los componenies de la fuerza correspondienies a r,
byz
En determinado instante es preciso considerar el plano donde estd
moviéndose el cuerpo. Ese planc contiene el clemento diferencial de
longitud de trayectoria y el origen. Tienc una inclinacién p respecto del
plano de referencia y Jo inferseca en Ia ifnea de nodos, linea que estd da-
da por el dngulo 7 en el sistema polar de referencia. Usando geometria
¢lemental tenemos la relacin

z=rsen (¢ - x) lanp (4)
Euler calcula el diferencial de z en iérminos de dr, dé, dn y dp:

dz = drsen (¢ - 7t} tanp + r {dd -dn) cos (¢ - ©) tanp
+ rdp sen (9 -7) | cos’p ()

Supone asimismo que las cantidades m y p estin cambiando con
mucha lentitud. Asf, en el instante dado podemos suponer que ¢l cam-

bio de z producido por die y dp es infinitesimal respecto de dz, dr y d$.
Por tanto, obtenemas las dos ecuaciones diferenciales:

dz = drsenf$ - &) 1anp + rdgcos (¢ —) fanp (6}
rdmncos (§ — x) tanp -rdpsen (¢ ~ )/ cos'p = 0 N
Lagrange pasa luego a calcular el segundo diferencial ddz a partir de
(6), usa (7) para relacionar dn y dp y después los sustimye en la ecua-
cién de fuerza (3) para conseguir
dr = [d sen(d—x) rdd) (Psen($~ ) + Qcos (¢ - x)- Riianp)  (8)
Finalmente, con base en (7) deduce la ecuacion

dlogianp = [df cos( — =) | 1dp) (Psen (b ~ %)
+ Qcos (¢ — &) - Ritanp)} 9)
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Las ecuaciones (1), (2), (8) v (9) son las ccuaciones diferencinles uti-
lizadas por Evler para analizar el movimiento perturbado de un cuerpo
que forma parte de un sistema constituido por tres cuerpos, En la segun-
da memoria de 1748 recurre 2 un método semejante para analizar el mo-
vimiento de Saturno y Jdpiter, y en los afos siguientes utilizaria
reileradamente tales méiodos para investigar el movimiento lunar. To-
das sus investigaciones sobre teorfa de perturbaciones se basan en la
idea que acabamos de describir,

El método con que Euler modifica las constantes orbifales s una ex-
tensidn bastanie natural del problema de dos cuerpos planteado por Ke-
pler. Su idea s¢ funda en una innovacién técnica especifica sin que
intervenga una revaloracitn tedrica del problema del mevimiento per-
turbado. Nétese que en su procedimiento las fuerzas de perturbacin no
estiin relacionadas en una forma analitica directa con la variacion de los
clementos.

Cuando Lagrange emprendid el estudio de las perturbaciones de los
planctas en 1766, adoptd €l méiodo de Euler y escribié dos memorias
en gue lo aplicd, Diez afios més tarde, en 1776, retomé ¢l tema con un
ensayo sobre movimientos planetarios medios. En €1 expuso por prime-
ra ocasidn su principal aportacién a la teorfa de las perturbaciones. Ided
un nuevo y fundamental plantcamiente analitico en el cual la cuestién
del movimienio perturbado era tratada desde un punto de visia muy ge-
neral como un problema en la teoria de ecuaciones diferenciales.

Comienza la memoria con las ecuaciones de movimiento pama un

cuerpo
FiF

sobre el cual actiia una fuerza de cuadrado inverso de magnitud F 7 7
dirigida hacia el origen y también una segunda fuerza perturbadora des-
conocida X, Y, Z:

Exdl + FdP +X =0 ()

dyidl + FJ? + Y= 0 2

dald? 4 Fur’ +2=0 3)

Anies de proseguir la explicacién de eslas ecuaciones, examina el
correspondiente sistema “homogéneo™

L2ldl + For' =0 @)

&yide + Fyfr' = 0 )
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d2df + For' =0 (6)

Las ecuaciones (4), (5) y (6) son vilidas para el movimiento keple-
riano (el problema de dos cuerpos) y puede resolverse completaments
parax, ¥y ¥ z en términos del tiempo ¢ y seis conslantes arbitrarias:

x = fiay,...as 1) (N
y = glan,..,as t} (&)
z=har,..., ds, !) (9)

Lagrange (oma ahora estas integrales y las deriva respecto del tem-
po, obteniendo asi tres ecuaciones més que conlicnen a las constantes
arbitrarias, Sirviéndose de las seis ecuaciones resultantes expresa cada
una de las constantes en rminos de x, y ¥ z vy de las derivadas respec-

to del tiempo dxfdt, dv/dr y dz/dr. Supéngase que
Vix, v, 7, deidt, dyldy, dzids) = k (10)

sea una de esas cxpresiones para la constanie k, Lagrange seflala que si
derivamos (10) respecto del tiempo, oblendremos una eécuacion que
conlicneax, y y zyasus primera y scgunda derivadas:

dVidt=0 (11}

Puesto que (10) también se obtuvo a partir de los sistemas (4), (5) y
(6), ka ecuacién (11) también deberd ser equivalente a este sistema. Por
lanto, si reemplazamos las segundas derivadas en (11) con las fuerzas
correspondientes dadas por (4), (3) y (6) obtendremos una identidad en
el miembro izguierdo (11} gue s¢ cancela dando cero.

Lagrange propone a continuacién sustituir las segundas derivadas en
dV/dt por las fuerzas presentes en el sistema original perturbado (1), (2)
y (3). La parte de cstas fuerzas que aparece en {4), (3) y (6) conduce a
unia identidad en la expresion para dV/dr que se cancela y nos da cero.
En consccuencia, dVide se reducea

(foVid[dxidi]] X + [aVid{dyidi]] ¥ + {oVid|dz/d!}] Z)
Dado gque ahora estamos considerando ¢l movimiento perturbado, las

constani¢s arbitrarias variardn con el tiempo. Obtenemas, pues, la ecua-
cidn
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-[(@Vidfdxidt]] X + [OVid{dvidi]] ¥ + [oVid{dridt]] Z)dst = dk  (12)

La ecuacién {12), que nos da la variacidn de la constante arbitraria
en términos de la fuerza de perturbacién que actia sobre el cuerpo, es la
relacién fundamental en 1a teoria de Lagrange. En los casos que consi-
dera, donde las fucrzas perturbadoras nacen de la accidn gravitacional
de terceros cuerpos, ¢l miembro derecho (12) toma 1a forma

Xdrx + Ydy + Zdz

que es una diferencial exacia. Su integral {1 es una expresitn que en la
mecénica celesic de épocas posteriores llegd a conocerse con el nombre
de funcidn perturbadora del sistema. El problema fisico del movimiento
gravitacionalmente perturbado se redujo, gracias a |a teorfa de Lagran-
ge, al estudio matemético de esta funcidn,

Una vez introducidos estos procedimientos, Lagrange prosigue en su
memoria demosirardo un interesante resuitado en la teorfa de la estabi-
lidad planetaria. En el caso de Jipiter y Satumo presenta un argumento
general para demostrar que, suponiendo que se hacen ciertas aproxima-
ciones, las variaciones del movimiento medio que surjen de las intera-
ciones gravitacionales mutuas deben ser periGdicas y tampoco deben
estar sujelas a ningin cambic secular 0 de incremento progresivo a lar-
g0 plazo, Este resultado ¢xpiicaba un descubrimiento reciente de La as-
tronomia observacional, realizado por Johann Heinrich Lambert (colega
del propio Lagrange) en la Academia de Berlin, y que sugerfa que la
desigualdad del movimienio de los planetas exteriores cra periodica
aunque a largo plazo. Sus investigaciones posteriores estarfan dedicadas
a una investigacidn exhaustiva de esic resuliado.

Cuando Laplace recibid 1a memoria de Lagrange en 1779, le escribié
en Berlin y elogid la “aforfunada aplicacién”™ de su “hermoso método”.
Dijo que “la elegancia y simplicidad de tu andlisis me ha procurado un
placer que no puedo expresar con palabras™.! Mds tarde calificarfa de
“descubrimiento extraordinario™ la introduccion de la funcidn perturba-
dora por parte de Lagrange.
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Teorla de Lagrange de las ecuaciones diferenciales

A mediados del decenio de 1770, en ¢l periodo de dos aflos que precediG
inmediatamente a la memoria principal de 1776, Lagrange escribié va-
rios trabajos sobre temas de la teorfa de ecuaciones difcrenciales.” Inves-
tigd las ecuaciones difcrenciales parciales de primer orden, las
soluciones singularcs a las ecuaciones diferenciales ordinarias y las
ecuacioncs diferenciales ordinarias no homogéneas, A pesar de que fue-
ron investipaciones individuales e independientes, ¢n todas ellas utilizé
un procedimiento de *“variacidn de constantes”™,

1) Lagrange [1774] introdujo el concepto de una solucién completa
para la ecuacion parcial de primer orden como una solucidn que con-
tiene dos constantes arbitrarias; ¢l estudio de tales soluciones en 1r-
minos de constanies y no d¢ funciones arbitrarias representaba un
nuevo enfoque del problema;

2) Lagrange [1776] demostrdé que las soluciones singulares de las
ccuaciones diferenciales ordinarias pueden oblenerse de la integral
general mediante la variacién y eliminacion de la constante arbitraria
que aparece en la integral;

3) Lagrange [1777b] demostrd cdmo la variacién de constantes puede
emplearse para deducir una solucidon particular para una ecuacidn di-
ferencial lineal ordinaria no homogénea a partir de la solucién gene-
ral de la ecuacion homogénea cormespondiente.,

El interés de Lagrange en los dos primeros de esios lcmas parece ha-
ber sido ajeno a sus investigaciones que previamente habfa consagrado a
la mecdnica celeste; los problemas y métodos en cucstién son claramen-
te independientes desde el punto de vista técnico y conceptual. Lo que sf
revelaron gstas investigacioncs matemdticas fue el valor de desarollar la
teoria en términos gencralcs, y con base en primeros principios y usando
1a idea de la variacidn de constantes.

Como se menciond antes, las ideas de Lagrange sobre la solucién de
ecuaciones diferenciales datan aproximadamente de los dos afios que
precedieron su memoriz de oclubre de 1776 sobre las perturbaciones
planetarias, No cabe la menor duda de que el trabajo que por esa época
dedico al analisis puro lo estimuld a reconsiderar tedricamenie ¢l proble-
ma global del movimiento perturbado. En su trabajo de mave de 1776,
que contenfa el método de variacidn de pardmetros, escribe:
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Es obvio que este método ... [serf] muy dnl para caleular los movimientos
de los planetas en la medida en que los altera su accibn mutua ... Ya he in-
tentado aplicar este método en las investigaciones que dedigué a la teoria
de Jdpiter y de Saturno [en 1766). Lo expongo aqui en una forma més di-
recta y general; pero me propongo desarrollario en otras partes con mayor
detalle y aplicarlo H la solucién de algunos importantes problemas en el

_ sistema del mundo,

Cuando el nuevo método aparecid seis meses después, mostraba las
caracleristicas de una teorla general totalmente desarrollada: las ecua-
ciones de movimiento de los sistemas permrbados y no perturbados se
examinaban por separado; se aislaban las constantes arbitrarias como
funciones de la posicion y la velocidad; la variacion de las constanies se
formulaba en términos de las fuerzas de perturbacién, y se introducta la
funcidn perturbadora.

Observaciones finales

La historia aqui resefinds presenta un estudio de la inleraccidn entre las
materndticas y la fisica en el siglo XV La introduccién que en 1748
hizo Euler del método de la variacion de constantes constituyd una inno-
vacién técnica natural y muy especifica en €l estudio matemdtico del
problema de los dos cuerpos. El hecho de que. en los afios sucesivos, no
haya logrado desarrollar o ampliar esta idea en forma significativa indi-
ca que se necesitaba una nueva perspectiva para avanzar por esté cami-
no. Los métodos basados en el andlisis matemitico directo del problema
fisico habfan alcanzado una dificultad insuperable.

En cierta medida la buena suerte explica ¢) exitoso desarrollo de los
métodos de perturbacion por purte de Lagrange. Lo abstracto de ja con-
cepeidn y la originalidad tedrica son caracteristicas de las matemdticas
puras que introdujo en estas investigaciones. Sus investigaciones en and-
lisis diercn origen a importantes ideas, ofreciéndole al mismo tiempo
cierta generalidad e independencia de juicio que le permilieron abordar
el problema fisico desde una nueva perspectiva. En un periodo marcado
por 1a influencia de las disciplinas pricticas sobre las matemdticas, su
obra muestra qué esta influencia fue reciproca y que algunas veces inno-
vaciones trascendentales en fisica fueron el resultado de La evolucidn in-
terna de las matemdticas.
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Notas

1. Yéase por cjemplo [Kline, 1972, 4971

2, [Wilson 1985, 24-38].

3. Seermmberg [1969, xvi].

4. Citado en {[Wilson 1985, 205],

5. Por los retrasos en la publicacién de las memotias académicas durante el siglo XVII
las fechas de publicacion no son confinbles pam reconstruir el caricier de las investi-
gaciones unuales de n individuo. En caso de Lagrange me be servido del fnventaire chro-
nologique (1974) de Taton goc es un revarnen muy compleso de su trabajo pablicado con
las fechas de presentacidn,

6. Oeuvres de Lagrange IV, 164-165.
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